Révision n°3. Baréme sur 20 pts. Durée 1h30

Probléme. Fonction § d’Euler (extrait de Centrale MP 2015)

A. La fonction I'
A1)

a) [1.5 pt] Soient & > 0 et n € N. Montrer que t — (In#)"t*~le~t est intégrable sur ]0, 4+o0].

On note I la fonction définie sur |0, +o0o[ par
+oo
Ve >0, I'(x)= / t" et dt
0
b) [2.5 pts] Montrer que I' est de classe C°.
Pour la suite, on rappelle (propriété supposée connue ici) que Vo > 0, I'(z + 1) = zI'(x).

A.2) [1 pt] Soient > 0 et & > 0. Donner la valeur de 0+°° t*~le=t dt en fonction de I'(z) et a®.

B. Equation fonctionnelle de la fonction

Pour z > 0 et y > 0, on pose B(x,y) = fol t*= (1 — )y~ dt.

B.1) [1 pt] Justifier Pexistence de 5(z,y) pour tous réels x > 0 et y > 0.
B.2) [1 pt] Montrer que (x,y) = 5(y, x) pour tous réels z > 0 et y > 0.

B.3) [2 pts| Soient > 0 et y > 0. Etablir que f(z + 1,y) = %ﬂﬁ(m,y).

B.4) [1 pt] En déduire que pour x >0ety >0, Sz + 1,y + 1) = e y)(zy—i— " 1)B(x,y).

C. Relation entre la fonction g et la fonction I
I'(z)l(y)
Iz +y)

C.1) [1 pt] Expliquer pourquoi il suffit de prouver la relation pour z > 1 et y > 1.

On veut montrer que pour x > 0 et y > 0, f(z,y) = , relation qui sera notée (R).

Dans toute la suite, on suppose x > 1 et y > 1.

C.2) [1.5 pt] En utilisant le changement de variable t = %, montrer que
u
+o00 u®1
= —d
B = [ e

C.3) [1 pt] On note Fj, la primitive sur |0, +-oo[ de t — e~ {**¥~1 qui s’annule en 0. Montrer que

VE >0, Foy(t) <T(z+y)
z—1
C.4) [2 pts] On pose G(a) = [T B (14+u)a) du.

S0 L)ty Y
Montrer que G est définie et continue sur [0, +o0].
C.5) [1 pt] Montrer que lim, 4o G(a) ='(z + y)5(z, ).
C.6) [1.5 pt] Montrer que G de classe C* sur |0, +oo].
C.7) [1 pt] Pour a > 0, exprimer G’(a) en fonction de I'(z), e™% et a¥~L.

C.8) [1 pt] Déduire de ce qui précede la relation (R).



