Révision n°2. Corrigé

1.
On a J2 = —Iy, et JY = —J,. Comme J? = —Iy,, alors .J, est inversible et (J,,)~! = —J,.
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2.b)

Ona (MT)™t = (M1, En effet, on a (MT) (M1 = (MM~—1)T = (1,)T = I,.
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3.

On a M"J,M = J,, donc (det M)?(det J,,) = (det .J,).
Comme J,, est inversible, det J,, # 0, donc (det M)? = 1, c’est-a-dire det M € {—1,1}.

4.a)
Soient M et N € Sp,(R). Alors (MN)'J,(MN) = NT(M*J,M)N = NTJ,N = J,.
4.b)

On déduit de 3 que det M # 0. Donc M est inversible.
Comme MT.J,M = J,, alors J, = (MT)~1J, M.
Comme (MT)=t = (M~Y)T, alors (M~Y)TJ,(M~1) = J,, c’est-a-dire M~ € Sp,(R).

4.c)

Comme (MY J,(M~1) = ( MJ,*MT)~t alors par b), MJ, *MT = J 1.
Comme J, ! = —J,, on en déduit MJ, M = J,.

5.
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Dot la CNS : |CTA = ATC, DB =BTD, ATD - CTB = I,,| car (ATD - CTB)T = DTA - BTC.

6.a)
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Donc on peut prendre W =D,V =C,Q=BD'etU=A—-BD 'C.
Remarque : 11 s’agit de la méthode du pivot de Gauss par blocs (en prenant D comme pivot).

6.b)

On a D'B = B"D, donc BD™! = (D7)  B" = D*I)T BT = (BD™)", donc BD™! est symétrique.

(
On a det(M) = det( b @ ) X det< oo ) — (det U)(det W) = det(A — BD-1C) det(D).

Or, det(A — BD~1C) = det(AT — cT(BD~1)T)



Donc on obtient det(M) = det(A” — CTBD~')det(D) = det(A”D — CTB).

Or, par 5, on a ATD — C*'B = I,,, donc det(M) = det(I,) = 1.

7.

On a (QZl ‘ QZQ) = Sl(le ’ QZQ) = 81(Z1 ‘ PTQZQ)

Comme PT(Q est symétrique, alors (Z1 | PTQZy) = (Z2 | PTQZ1) = (Z2 | PTQZy).
On a donc finalement (QZl ’ QZQ) = Sl(PZ1 ‘ QZQ) = Sg(PZl | QZQ).

Comme s1 et s9 sont distincts, alors (PZ; | QZ2) = 0, donc (QZ1 | QZ2) = 0.

8.a)

Par 5), on a ATD — CTB = I,,. D’ou a fortiori, Ker BN Ker D = {0}.

8.b) Supposons par absurde DZ; = 0. Comme s; # 0, alors BZ; = 0.
Donc Z; € Ker BN Ker D, d’ou par a), Z; = 0, ce qui contredit ’hypothése.

Montrons que (DZ1, ..., DZ,,) est libre.
Par 5, on sait que DT B = BT D, c’est-a-dire BT D symétrique. On peut donc appliquer 7.
On a donc (DZ; | DZ;) = 0 pour tous ¢ # j, car s; # s;.

Ainsi, (DZy, ..., DZ,,) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, donc a fortiori libre.
8.c)

L’existence de Z non nul tel que (D — sB)Z = 0 équivaut a (D — sB) non inversible.
Par b), il existe au plus n valeurs distinctes non nulles s telles que (D — sB) n’est pas inversible.

Mais R \ {0} est infini. Donc il existe a (non nul) tel que D — aB est inversible.
9.

Soit M € Sp,(R). On utilise les notations précédentes.
- Le cas D inversible résulte de 6.b)

- Supposons D non inversible. Par 8.c), il existe « tel que D — aB est inversible.
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Par 2.a) et 3), la matrice N appartient a Sp,(R).
Comme D — aB est inversible, alors det N = 1.

Comme det N = (det K, )(det M) et det K, = 1, alors on obtient bien det M = 1.



