
Révision n�1. Corrigé

Partie A

1) a) Remarque (non indispensable) : Toute fonction continue sur ]0;+1[ et convergeant en 0+ et en +1

est nécessairement bornée. D�où l�existence des bornes sup.

- On applique l�inégalité des accroissement �nis : 8t � 0, 1� cos t � t sup(jcos0j) = t:

Ainsi 8t > 0,
�
1� cos t

t

�
� 1. Donc supt>0

�
1� cos t

t

�
existe et est � 1:

- On applique l�inégalité de Taylor-Lagrange à l�ordre 2 : 8t � 0, 1� cos t � 1
2 t
2 sup(jcos00j) = 1

2 t
2:

Ainsi 8t > 0,
�
1� cos t

t2

�
� 1

2
. Comme limt!0

�
1� cos t

t2

�
=
1

2
, alors

1

2
est la borne sup.

b) On pose 8x 2 [0;+1[�]0;+1[, g(x; t) = 1� cos t
t2

e�xt:

- Pour tout t > 0, l�application x 7�! g(x; t) est continue.

- On a 1� cos t � 1
2 t
2 en t = 0 et 1� cos t = O+1(1). Donc g(x; t) �t=0 12 et g(x; t) = Ot=+1(e�xt):

Pour tout x � 0, t 7�! g(x; t) est intégrable sur ]0;+1[:

- Propriété de domination : 8x 2 [0;+1[, jg(x; t)j � '(t) = 1�cos t
t2

qui est intégrable sur ]0;+1[.

On en déduit que f est continue sur [0;+1[.

c) - Pour tout t > 0, l�application x 7�! g(x; t) est de classe C1, et

@g

@x
(x; t) = �1� cos t

t
e�xt et

@2g

@x2
(x; t) = (1� cos t) e�xt

- Pour tout x > 0, t 7�! @g
@x(x; t) et t 7�!

@2g
@x2
(x; t) sont intégrables sur ]0;+1[:

- Propriété de domination (sur la dernière dérivée) : Pour a > 0, on a 8x 2 [a;+1[,����@2g@x2
(x; t)

���� � '2(t) = 2e
�at qui est intégrable sur ]0;+1[

On en déduit que f est de classe C2 sur [0;+1[, et que 8x > 0, f 00(x) =
R +1
0 (1� cos t)e�xt:

Or,
R +1
0 (1� eit)e�xt dt = 1

x
� 1

x� i , donc f
00(x) = Re

�
1

x
� 1

x� i

�
=
1

x
� x

1 + x2
:

d) On pourrait utiliser la convergence dominée. Mais une majoration directe convient et on conclut par

pincement :

jf(x)j �
R +1
0

1

2
e�xt dt =

1

2x
et jf 0(x)j �

R +1
0 e�xt dt � 1

x
:

e)
R
lnx = x lnx� x+K et

R
ln(x2 + 1) dx = x ln(x2 + 1)� 2

R x2

x2 + 1
dx:

Comme
x2

x2 + 1
= 1� 1

x2 + 1
, on obtient

R
ln(x2 + 1) dx = x ln(x2 + 1)� 2x+ 2arctanx+K:

2) a) On sait par 1) b) que f est continue en 0.

Par la formule admise au 1), on obtient donc f(0) = limx!0 f(x) =
�

2
:



b) La fonction � : s 7�!
R +1
0

1� cos(st)
t2

dt est paire, car cos est paire. On a bien �(0) = 0:

Il en de même de la fonction s 7�! jsj. Il su¢ t donc de considérer le cas s > 0 :

On e¤ectue le changement de variable u = st: On a : �(s) = s
2

�

R +1
0

1� cos(u)
u2

du = s: D�où le résultat.

3) On considère ImS � fsn; n 2 Ng. On pose an = P (S = sn):

On a E(jSj) =
P+1
n=0 jsnj an =

P+1
n=0 an

R +1
0

1� cos(snt)
t2

dt

On considère la série de fonctions F :]0;+1[! R t 7�!
P+1
n=0 Fn(t), où Fn(t) =

1� cos(snt)
t2

:

La série de fonctions converge normalement sur tout segment de ]0;+1[, donc F est continue.

De plus, on a bien
P+1
n=0

R +1
0 jFn(t)j dt =

P+1
n=0

R +1
0 Fn(t) dt =

P+1
n=0 jsnj an < +1.

On peut donc appliquer le théorème d�intégration terme à terme d�une série de fonctions.

Donc E(jSj) =
R +1
0 F (t) dt, et donc =

R +1
0

1� E(cos(St))
t2

dt par le théorème du transfert.

4) a) On a cos(T +X) = cosT cosX � sinT sinX: Comme T et X sont indépendantes, on obtient :

E(cos(T +X)) = E(cosT )E(cosX)� E(sinT )E(sinX):

Comme X et �X ont même loi, il en est de même de sinX et de sin(�X) = � sin(X):

Donc a fortiori, E(sinX) = E(� sinX);c�est-à-dire E(sinX) = 0: D�où le résultat.

b) Par a) appliqué aux variables tSk�1 et à tXk, on a E(cos(tSk)) = E(cos(tSk�1))E(cos(tXk)):

Mais E(cos(tXk)) = 1
2 cos t+

1
2 cos(�t) = cos t:

Par récurrence, on obtient E(cos(Snt)) = (cos t)n: D�où par 3) : E(jSnj) =
2

�

R +1
0

1� (cos t)n
t2

dt.

Partie B

1) Remarque : L�idée est la suivante : E(jS +Xj j S = k) = 1
2 jk � 1j+

1
2 jk + 1j =

(
jkj si k 2 Z�

1 si k = 0

Et E(jS +Xj) =
P
k2ZE(jS +Xj j S = k)P (S = k) ... mais la notion d�espérance conditionnelle est hp ...

On a E(jS +Xj) =
P
k2Z jkjP (S +X = k):

Or, P (S +X = k) = 1
2P (S +X = k j X = 1) + 1

2P (S +X = k j X = �1),

c�est-à-dire P (S + T = k) = 1
2P (S = k � 1) + 1

2P (S = k + 1).

Donc E(jS +Xj) = 1
2

P
k2Z jkjP (S = k � 1) + 1

2

P
k2Z jkjP (S = k + 1).

d�où E(jS +Xj) = 1
2

P
k2Z jk + 1jP (S = k)+ 1

2

P
k2Z jk � 1jP (S = k) =

P
k2Z

1
2(jk + 1j+jk � 1j)P (S = k).

Or, 12(jk + 1j+ jk � 1j) =
(
jkj si k 2 Z�

1 si k = 0

Donc E(jS +Xj) =
P
k2Z� jkjP (S = k) + P (S = 0) = E(jSj) + P (S = 0):

2) Par 1) et par récurrence, E(jSnj) = E(jS0j) +
Pn
k=0 P (Sk = 0) =

Pn
k=0 P (Sk = 0) car S0 = 0:



Or, P (Sn = 0) = 1
2n

�
n
n=2

�
= an=2 si n est pair, et P (Sn = 0) = 0 si n est impair.

Donc E(jSnj) =
Pb(n�1)=2c
k=1 ak = Ab(n�1)=2c:

Partie C

1) Posons g(u) = 1� (1� u)n. On a g0(u) = n(1� u)n�1 � n pour tout u 2 [0; 1]:

On a g(0) = 0 et sup[0;1] g
0 � n. Par l�inégalité des accroissements �nis, on a donc 8u 2 [0; 1], g(u) � nu:

Par Taylor-Lagrange, u = 1� cos
�
xp
n

�
� x2

2n
. Lorsque x 2 [0; 1], u = 1� cos

�
xp
n

�
2 [0; 1].

On conclut : Pour x 2 [0; 1], 1� cos
�
xp
n

�n
= g

�
1� cos

�
xp
n

��
� n

x2

2n
=
x2

2
.

2) Pour n 2 N�, unp
n
=
R +1
0 Fn(x) dx, où Fn(x) =

1� cos
�
xp
n

�n
x2

.

- On a
�
cos

�
xp
n

��n
=

�
1� x2

2n
+ o

�
1

n

��n
! e�x

2=2 lorsque n tend vers +1.

Donc 8x > 0, limn!+1 Fn(x) =
1� e�x2=2

x2
.

- Propriété de domination : Fn(x) � '(x) =

(
1=2 si x 2]0; 1]

2=x2 si x � 1

' est intégrable. Par convergence dominée, limn!+1
R +1
0 Fn(x) dx =

R +1
0

1� e�x2=2
x2

dx = L.

3) Par IPP, on a : pour tous 0 < a < A,
R A
a

1� e�x2=2
x2

=

"
1� e�x2=2

x

#A
a

+
R A
a e�x

2=2dx:

Avec a! 0+ et A! +1, on obtient L =
R +1
0 e�x

2=2 dx =

r
�

2
:

D�où un �
r
�n

2
et E(jSnj) =

2

�
un �

r
�n

2
:

4) On a Xk = 2Yn � 1, où Yn suit la loi de Bernoulli B(12).

Donc Sn = 2Rn � n, où Rn suit la loi binomiale B(n; 12).

Donc P (Sn = 2k � n =
1

2n
�
n
k

�
, pour tout k[[0; n]].

On en conclut E(jSnj) =
1

2n
Pn
k=0 jn� 2kj

�
n
k

�
, donc

!n =

nX
k=0

jn� 2kj
�
n

k

�
� 2n

r
2n

�

Partie D

1) On sait par le cours (méthode de l�équation di¤érentielle) que g : x 7�! 1

(1� x)� est DSE sur ]� 1; 1[.

On a aussi par Taylor cn =
g(n)(0)

n!
=
�(� + 1):::(� + n� 1)

n!
:

2) a) En prenant � =
1

2
, on a cn =

1� 3� 5:::(2n� 1)
2nn!

=
(2n)!

(2nn!)2
=
1

4n
�
2n
n

�
= an:

b) On a n! �
p
2�nnne�n, donc an =

1

4n
�
2n
n

�
=

(2n)!

4n(n!)2
�
p
4�n(2n)2ne�2n

(2�n)n2ne�2n
=

1p
�n

:



3) a)
P
Anx

n est le produit de Cauchy de
P
anx

n et de
P
xn, qui ont 1 comme rayon de convergence.

Donc pour jxj < 1,
P+1
n=0Anx

n =
�P+1

n=0Anx
n
� �P+1

n=0 x
n
�
=

1p
1� x

1

(1� x) =
1

(1� x)3=2
:

b) Par 2), An =
3� 5:::(2n+ 1)

2nn!
= (2n+ 1)an.

4) Par la partie B, on a E(jSnj) = Ab(n�1)=2c, donc E(jSnj) =
�
2
�
n�1
2

�
+ 1
�
ab(n�1)=2c � nab(n�1)=2c:

Or, ab(n�1)=2c �
1p

� b(n� 1)=2c
�
r
2

�n
, donc on retrouve E(jSnj) � n

r
2

�n
=

r
2n

�
:



Exercice A. Polynômes de Laguerre

1) Si P = �Xk + :::, on a f(P ) = �kXk�1 + ::: Donc deg f(P ) � degP .

Donc En est stable par f , ce qui permet de dé�nir la restriction fn de f à En:

La matrice de fn dans la base (1; x; x2; :::; xn) est triangulaire supérieure de coe¢ cients diagonaux (0; �; 2�; :::; n�):

2) a) On a !0(t) =
�t+ � � 1

t
= �+

� � 1
t
. Donc !(t) = ke�tt(��1), avec k > 0:

b) L�intégrale est doublement impropre en 0 et en +1. On a R(t) = O(1) en t = 0 et R(t) = O+1(tm) où

m = degR:

!(t) R(t) = O(t(��1)) et donc
R 1
0 R(t) !(t) dt converge absolument par comparaison avec l�intégrale de

Riemann.

Comme � < 0, !(t) R(t) = O+1(t�2), donc par comparaison, l�intégrale
R +1
1 R(t) !(t) dt converge absol-

ument.

3) Soient P et Q 2 En. On a P (t)Q(t)!(t) = O(!(t)) en 0+ et P (t)Q(t)!(t) = O+1(t2n !(t)):

Par 2) b),
R +1
0 P (t)Q(t) !(t) dt est donc convergente. La bilinéarité et la symétrie de h ; i sont évidentes.

D�autre part, comme ! > 0, hP; P i � 0; et hP; P i = 0 ssi 8t 2]0;+1[; P (t)2 = 0, donc ssi P = 0 (polynôme

nul).

On a hf(P ); Qi =
R +1
0 (aP 00 + bP 0) Q ! =

R +1
0 P 00Q a! +

R +1
0 P 0Q b!:

En intégrant par parties sur [";A], on a
R A
" aP 00Q ! = [P 0(aQ!)]A" �

R A
" P 0(aQ!)0:

Compte tenu de 2) b), on a [P 0(aQ!)]+10 = 0. Donc
R +1
0 aP 00Q ! = �

R +1
0 P 0(aQ!)0:

D�autre part, on a
R +1
0 P 0(aQ!)0 =

R +1
0 P 0Q0(a!) +

R +1
0 P 0Q(a!)0:

Or, on a (a!)0 = a0! + a!0 = b!, donc
R +1
0 P 0(aQ!)0 =

R +1
0 P 0Q0(a!) +

R +1
0 P 0Q b!:

On en conclut que
R +1
0 aP 00Q ! = �

R +1
0 P 0Q0(a!):

4) a) On déduit de 3) b) que hf(P ); Qi = hP; f(Q)i, c�est-à-dire f est symétrique.

D�autre part En est stable par f , donc on peut considérer la restriction fn de f à En. Ainsi, fn est

symétrique.

Par le cours, tout endomorphisme symétrique en dimension �nie admet une bon de vecteurs propres.

Les vecteurs propres, qui sont ici des polynômes, ne peuvent être tous de degré < n, car sinon la famille ne

serait pas génératrice Donc f admet un moins un vecteur propre de degré n.

En le divisant par son coe¢ cient dominant, on obtient le vecteur propre Bn cherché.

La valeur propre cherchée est �n = �n par la question 1).

b) La famille de vecteurs propres (Bn)n2N ainsi construite est bien de degrés échelonnés, etcomme les valeurs

propres �k sont distinctes, alors elle est orthogonale (car les sev propres d�un endomorphisme symétrique

sont orthogonaux et plus précisement en somme directe orthogonale).



Remarque : (Bn)n2N est la base orthogonale obtenue en appliquant à la base canonique (xk)0�k�n le procédé

d�orthogonalisation de Gram-Schmidt pour le produit scalaire h ; i.

5) a) Le coe¢ cient en tn de  est dn = �ncn + n(n+ 1)cn+1 + (n+ 1)cn+1 � ncn = (n+ 1)2cn+1 � ncn:

b) Deux séries entières coïncident (sur un voisinage de 0) ssi elles ont les mêmes coe¢ cients.

On a  = �' ssi 8n 2 N, cn+1 =
�+ n

(n+ 1)2
cn, donc ssi cn =

c0
(n!)2

Qn�1
k=0(�+ k):

Le rayon de convergence de la série entière ainsi dé�nie est toujours R = +1 :

- par le critère de d�Alembert lorsque � n�appartient pas à Z�

- lorsque � 2 Z�, les solutions sont polynomiales.

On en déduit que tout réel � est valeur propre et que le sev propre E� est une droite vectorielle.

6) a) Par Leibniz,
dn

dxn
(xne�x) =

Pn
k=0

�
n
k

�n!
k!
xk(�1)ke�x.

Donc Ln(x) =
Pn
k=0

�
n
k

�n!
k!
(�1)n�kxk, polynôme de degré n et unitaire.

b) Comme Ln est de degré n et unitaire, il su¢ t de prouver que hLn; Qi = 0 pour tout Q 2 En�1:

On a hLn; Qi =
R +1
0 Ln(t)Q(t) e

�t dt = (�1)n
R +1
0 g(n)(t)Q(t) dt, où g(t) = tne�t.

En intégrant n fois par parties, on obtient : hLn; Qi =
Pn�1
k=0(�1)n�k[g(n�k�1)(t)Q(k)(t)]

+1
0 +

R +1
0 g(t)Q(n)(t) dt:

Il su¢ t pour conclure de justi�er que tous les termes du second membre sont nuls.

Comme degQ < n, alors Q(n) = 0, donc
R +1
0 g(t)Q(n)(t) dt = 0:

D�autre part, pour tout j < n, g(j)(t) est de la forme Cj(t)e�t, où Cj est un polynôme de degré n admettant

0 comme racine d�ordre n� j. Donc g(j)(0) = 0 et g(j)(t) = O+1(tne�t), d�où [g(n�k�1)(t)Q(k)(t)]+10 = 0:

Exercice B

1) a) X 0(t) = A(t)X(t) est un système di¤érentiel linéaire d�ordre 1 résolu à coe¢ cients continus.

Les deux colonnes de M(t) en sont les solutions avec comme conditions intiales (1; 0) et (0; 1).

D�où l�existence et l�unicité de t 7�!M(t) par le théorème de Cauchy-Lipschitz.

b) Les colonnes de M(t) forment un système fondamental de solutions de X 0(t) = A(t)X(t).

Donc 8t 2 R, M(t) est inversible.

2) Supposons (i). Considérons les applications Q1 : t 7�!M(t)M(s) et Q2 : t 7�!M(t+ s):

Q1 et Q2 sont deux solutions de 8t 2 R, Q0(t) = AQ(t) et Q(0) =M(s):

Donc par Cauchy-Lipschitz, Q1 = Q2.

Réciproquement, supposons (ii). En prenant t = s = 0, on a M(0) =M(0)2, donc M(0) = I2, car M(0) est

inversible.

En dérivant par rapport à s, on obtient M 0(t+ s) =M 0(t)M(s):

En prenant s = 0, on obtient M 0(s) = AM(s), avec A =M 0(0):

3) En posant Q(t) = P�1M(t)P , on a Q0(t) = (P�1AP )Q(t) et Q(0) = I2:



Or, on sait qu�il existe P 2 GL2(C) tel que P�1AP =
�
� 0
0 �

�
ou P�1AP =

�
� 1
0 �

�
.

Dans le premier cas, le système

(
x0(t) = �x(t)

y0(t) = �y(t)
et

(
x(0) = �

y(0) = �
a pour solution

(
x(t) = �e�t

y(t) = �e�t

En prenant (�; �) = (1; 0) et (0; 1), on obtient bien Q(t) =
�
e�t 0
0 e�t

�
.

Dans le second cas,
�
x0(t) = �x(t) + y(t)
y0(t) = �y(t)

et
�
x(0) = �
y(0) = �

a pour solution
�
x(t) = �e�t + �te�t

y(t) = �e�t
:

En prenant (�; �) = (1; 0) et (0; 1), on obtient bien Q(t) =
�
e�t te�t

0 e�t

�
.

4) a) On intègre la relation par rapport à t sur [0; t].

On obtient Q(t+ s)�Q(s) =
R t
0 M(� + s) d� =

R t
0 M(�)M(s) d�:

On sait que pour toute application linéaire L, on a L
�R t
0 S(�) d�

�
=
R t
0 L(S(�)) d�:

Donc
R t
0 M(�)M(s) d� =

�R t
0 M(�) d�

�
M(s) = Q(t)M(s):

b) On a limt!0;t>0
Q(t)

t
= limt!0;t>0

Q(t)�Q(0)
t

= Q0(0) =M(0) 2 GL2(C).

c) Comme GL2(C) est ouvert, alors il existe � > 0 tel que 8t 2]0; �],
Q(t)

t
2 GL2(R), donc Q(t) 2 GL2(R).

d) On �xe t > 0 tel que Q(t) 2 GL2(C). On a alors M(s) = Q(t)�1(Q(t+ s)�Q(s)):

Or, Q : t 7�!
�
a(t) b(t)
c(t) d(t)

�
est C1 et il est de même de Q�1 : t 7�! 1

a(t)d(t)� b(t)c(t)

�
d(t) �b(t)
�c(t) a(t)

�
:

5) On considère M : R! GL2(C) t 7�! F (eit).

On a bien M(t+ s) =M(t)M(s), car F (ei(t+s)) = F (eiteis):

M est continue comme composée de fonctions continues. Donc par 4), M est de classe C1:

Donc on peut appliquer 3). Mais on a M(2�) =M(0) = I2 .

Donc le second cas est impossible, et dans le premier cas, on doit avoir e2�� = 1 et e2�� = 1:

Donc � et � sont de la forme in et im, avec (n;m) 2 Z2:

Donc F (eit) =M(t) = P

�
eint 0
0 eimt

�
P�1, c�est-à-dire F (z) = P

�
zn 0
0 zm

�
P�1:

Exercice C. Représentations du groupe de Lorentz

1) a) Tout endomorphisme admet au moins un valeur propre (car E est un C-ev et dimE � 1).

donc Sp(u) est non vide et �ni (de cardinal � n) donc u admet une valeur propre de partie réelle maximale.

b) On a [u;w] = �2w, donc u � w(xk) = �2w(xk) + w(u(xk)), c�est-à-dire u(xk+1) = �2xk+1 + w(u(xk)):

On montre par récurrence sur k que u(xk) = (�� 2k)xk: La propriété est vraie pour k = 0 car u(x0) = �x0:

Si elle est vraie au rang k, alors u(xk+1) = �2xk+1 + w((�� 2k)xk) = (�� 2k � 2)xk+1. D�où le résultat.

c) u(v(x0)) = (�+ 2)v(x0). Par dé�nition de �, �+ 2 n�est pas valeur propre, donc v(x0) = 0:

d) On a v(xk+1) = w(v(xk)) + u(xk). On montre v(xk) = k(�+ 1� k)xk�1 par récurrence sur k 2 [[1; n]].

La propriété est vraie pour k = 0, en posant x�1 =
�!
0 : Supposons la vraie an rang k 2 [[0; n� 1]].

v(xk+1) = w(v(xk)) + u(xk) = k(�+ 1� k)xk + (�� 2k)xk = (k + 1)�+ (k � k2 � 2k) = (k + 1)(�� k)xk:

e) Posons p = maxfp 2 N� j (x0; x1; :::; xp�1)g est libre. Comme x0 6= 0 et (x0; x1; :::; xn) liée, p existe.



F = Vect(x0; x1; :::; xp�1) est stable par w, car 8k � p, w(xk�1) = xk 2 F .

Par b) et d), F est stable par u et v. Comme (u; v; w) est irréductible, F = E , c�est-à-dire p = n:

Les xk, avec 0 � k < n, sont des vecteurs propres de u associés à des valeurs propres distinctes.

On déduit de b) que nécessairement xk =
�!
0 pour tout k � n: En particulier, xn =

�!
0 :

Or, xn�1 est non nul, donc la relation v(xn) = n(�+ 1� n)xn�1 implique � = n� 1:

2) Soit F un sev non nul de E stable par u, v et w. On veut montrer que F = E:

L�idée est de commencer par montrer que nécessairement x0 2 F .

Considérons y 2 F non nul. Il existe un plus grand entier p tel que vp(y) 6= �!0 :

En e¤et, v est nilpotent (car 8k, vn�1(xk) = 0), donc vk(y) =
�!
0 pour k assez grand.

De plus, comme les �k ne sont pas nuls, alors Ker v = Cx0:

Comme vp+1(y) =
�!
0 :, alors vp(y) 2 Ker v, donc Cx0 = Cvp(y), et ainsi x0 2 F (car F stable par v).

Comme xk = wk(x0), alors 8k 2 f0; 1; :::; n� 1g, xk 2 F (car F stable par w). Donc F = E.



Exercice E. Equation d�Euler-Lagrange

1) a) La forme est bien symétrique et bilinéaire.

De plus, on a (f j f) =
R 1
0 f

2 + (f 0)2 � 0, avec égalité ssi f et f 0 nulles, donc a fortiori ssi f nulle.

b) Soient (f; g) 2 F �G. Alors (f j g) =
R 1
0 fg +

R 1
0 f

0g0.

Or, par intégration par parties, on a
R 1
0 f

0g0 = �
R 1
0 fg

00. Donc (f j g) =
R 1
0 f(g � g

00) = 0:

Pour toute fonction y 2 E, il existe g 2 G telle que y(0) = g(0) et y(1) = g(1):

On a en e¤et G = Vect(ch; sh), et le système d�ordre 2 obtenu est inversible, car

���� ch 0 sh 0
ch 1 sh 1

���� 6= 0:
Donc F �? G = E. La somme es directe car les sev sont orthogonaux.

c) On note tout d�abord que J(h) = (h j h) � 0, avec égalité ssi h = 0:

Avec h = h0 + f , avec f 2 F . Donc J(h) = J(f0 + f) + J(g0), car f0 + f et g sont orthogonaux.

Donc m = J(g0) atteint lorsque f = �f0:

d) On cherche g0 2 G tel que g(0) = 0 et g(1) = 1: Alors g(t) =
sh t

sh 1
.

Donc J(g) =
R 1
0

�
sh t

sh 1

�2
+

�
ch t

sh 1

�2
dt =

R 1
0

ch(2t)

(sh 1)2
dt =

1

2

sh(2)

(sh 1)2
=
ch 1

sh 1
=
1

2

e2 + 1

e2 � 1 :

2) a) Les restrictions de g à [0; a], [a; b] et [b; 1]: sont des fonctions usuelles de classe C1.

De plus, g est C1 en a et en b, car les dérivées à droite et à gauche en ces points sont nulles.

Donc g est de classe C1 sur [0; 1]. On a
R 1
0 g(t) dt =

R b
a g(t) dt:

Par deux IPP successives, on obtient
R b
a g(t) dt =

1� 2
3� 4

R b
a (t� a)

4 dt =
1� 2

3� 4� 5(b� a)
5 =

(b� a)5
30

:

b) Il existe x0 tel que f(x0) 6= 0.

Par continuité, il existe un voisinage [a; b] de x0 tel que 8t 2 [a; b], f(t) est non nul et du signe de f(x0):

En considérant la focntion g dé�nie au a), on a alors fg de signe constant non nul sur ]a; b[, donc
R b
a fg 6= 0.

3) a) i) implique ii) par 2), vu que l�application g dé�nie au 2) appartient à G. Réciproque immédiate.

b) On peut approcher toute fonction f 2 E arbitrairement près pour kfk2 en considérant " assez petit et

l�application g" dé�nie par g"(t) = f(t)L"(t), où L est la fonction a¢ ne par morceaux nulle en 0 et 1 et

valant 1 sur ["; 1� "]. En e¤et, on a alors kfk2 � kg"(t)k2 � 2" sup jf j.

c) Par une IPP, on a
R 1
0 f1(t)g(t)+f2(t)g

0(t) dt =
R 1
0 (f1�f

0
2)(t)g(t) = 0: On applique alors b) à f = f1�f 02.

4) a) S(f + "g) =
R 1
0 L(t; f + "g(t); f

0 + "g0(t)) dt. Posons F (t; ") = L(t; f + "g(t); f 0 + "g0(t)):

On véri�e que les hypothèses de dérivation à intégrales à paramètre s�appliquent :

- F est continue par morceaux en t

- F de classe C1 en ", et
@F

@"
(t; ") = g(t)

@L
@x
(t; f + "g(t); f 0 + "g0(t)) + g0(t)

@L
@x
(t; f + "g(t); f 0 + "g0(t)):

On peut considérer comme fonction de domination sup(t;")2[0;1]�K

����@F@"
����, où K segment de R.

Donc " 7�!
R 1
0 F (t; ") dt est de classe C

1, et sa dérivée en 0 vautZ 1

0
g(t)

@L
@x
(t; f(t); f 0(t)) + g0(t)

@L
@y
(t; f(t); f 0(t)) dt:

b) Supposons si S admet en f 2 H un extremum sur H.



Alors pour tout g 2 H, " 7�! S(f + "g) atteint un extremum en " = 0, donc est de dérivée nulle.

Donc 8g 2 G;
R 1
0 g

@L
@x
(t; f; f 0) + g0

@L
@y
(t; f; f 0) = 0:

Il résulte de 3) appliqué à f1 =
@L
@x
(t; f; f 0) et f2 =

@L
@y
(t; f; f 0) que f1 � f 02 = 0, c�est-à-dire

@L
@x
(t; f; f 0)� d

dt

�
@L
@y
(t; f; f 0)

�
= 0

5) a) On prend ici L(t; x; y) = x2 + y2: On a @L
@x (t; x; y) = 2x et

@L
@y (t; x; y) = 2y:

L�équation d�Euler-Lagrange s�écrit : 2f � 2f 00 = 0, c�est-à-dire f 00 = f:

b) @L@x (t; x; y) =
1
2my

2 � U(x). On a @L
@x (t; x; y) = �U

0(x) et @L@y (t; x; y) = my:

L�équation d�Euler-Lagrange s�écrit : �U 0(�)�m(�0)0, d�où l�équation �00(t) = �U 0(�(t)):



Exercice C. Calcul de l�intégrale de Gauss à l�aide d�une intégrale à paramètre

1) La fonction h : (x; t) 7�! e�x
2(1+t2)

1 + t2
est de classe C1 sur [0;+1[�[0;+1[:

Les fonctions t 7�! h(x; t) sont intégrables sur [0;+1[, car h(x; t) � 1

1 + t2
:

Pour tout a > 0, 8x � �, 8t � 0,

����@h@x(t)
���� = �2xe�x2(1+t2) � e��

2(1+t2) � e��
2t2 = '(t) intégrable sur

[0;+1[:

Comme � > 0 est arbitraire, f est de classe C1 sur ]0;+1[, et f 0(x) = �2x
R +1
0 e�x

2(1+t2) dt:

Mais on a ensuite
R +1
0 xe�x

2(1+t2) dt = e�x
2 R +1
0 e�x

2t2 d(xt) = e�x
2 R +1
0 e�u

2
du = e�x

2
:

Donc 8x > 0; f 0(x) = �2e�x2G:

2) a) On a f(0) =
R +1
0

dt

1 + t2
=
�

2
.

D�autre part, 8x � 0,
 
8t 2]0;+1[; 0 � e�x

2(1+t2)

1 + t2
� 1

1 + t2
= '(t)

!
, et ' intégrable sur ]0;+1[:

Le théorème de continuité des intégrales dépendant d�un paramètre, on en déduit f continue sur [0;+1[.

b) 0 � f(x) � e�x
2 R +1
0

dt

1 + t2
� �

2
e�x

2
: Donc limx!+1 f(x) = 0 (par pincement).

Autre preuve : On a 8x � 0,
 
8t 2]0;+1[; 0 � e�x

2(1+t2)

1 + t2
� 1

1 + t2
= '(t)

!
, et ' intégrable sur ]0;+1[:

On peut donc appliquer le théorème de convergence dominée, et en déduire limx!+1 f(x) =
R +1
0 0 = 0:

3) Comme f est continue sur [0;+1[ et C1 sur ]0;+1[, on a : (lim+1 f)� f(0) =
R +1
0 f 0(x) dx:

Or,
R +1
0 f 0(x) dx = �2G22G2 = �

2
, et comme G > 0, on obtient G =

1

2

p
�:


