Révision n°1. Baréme sur 23 pts. durée 2h30

Distance a ’origine dans les marches aléatoires‘ (inspiré de Centrale MP 2015)

Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A

_ 4oo L —cost

A.1) On pose | f(z) = [, 2 et dt|.

1 —cost 1
t2

1—cost
a) [2 pts] Justifier que sup,s g (t) <1 et que sup;sq (

b) [2 pts] Montrer que f est définie et continue sur [0, +00].

1
c) [2.5 pts] Montrer que f est de classe C? sur |0, +oc[, et que Vo > 0, f’(z) = ~ — %
T T

d) [2 pts] Montrer que f et f’ convergent vers 0 en +o00.

e) [1.5 pt] Déterminer les primitives sur |0, +oo[ des fonctions x — Inz et  — In(z? + 1).

1
On en déduit (admis ici) que Vo > 0, f(z) =xlnz — §xln(x2 + 1) — arctanx + g

1 —cost

A.2) a) [1 pt] Déduire de 1) que 0+OO % dt — g
2 1-— t
T

too 1 — E(cos(St))

2
A.3) [3.5 pts] Soit S une v.a. réelle d’espérance finie. Montrer que | E(|S]) = — |, 2 dt |
77

A.4) a) [1.5 pt] Soient T et X deux v.a. réelles indépendantes. On suppose que X et —X ont méme loi.
Montrer que E(cos(T + X)) = E(cosT)E(cos X).

b) [1.5 pt] On considére n € N et S, = Y ";_; X}, ou les X}, sont des variables i.i.d. de Rademacher.

2 4oo 1 —(cost)”

dt|.
w70 12

Montrer que | E(|Sy]) =

Partie B

B.1) [3 pts] Soit et X : Q — {—1,1} deux variables aléatoires indépendantes.

On suppose que X suit la loi de Rademacher.
Montrer que E(|S 4+ X|) = E(|S|) + P(S = 0).

B.2) [1 pt] On considere n € N et S, = >";'_; Xj o les X}, sont des variables i.i.d. de Rademacher.

1
Exprimer E(]Sy|) en fonction d’une somme de la forme A,, = ;" 47(2;)



Les parties C et D complétent respectivement les parties A et B

Partie C

4o 1 — (cost)™

) o dt.

On pose Vn € N, u,, =

n 2
C.1) (%) Montrer que Vn € N*, Vz € [0, 1], 1 — cos <\:/rﬁ> < %

Indication : On pourra montrer et utiliser I'inégalité : Vu € [0, 1], 1— (1 —u)" < nu.
Up  pdoo L — e~ 7/2
\/,E —Jo 2

00 . . 2
C.3) On donne f0+ e /2 dg = g Montrer & I’aide de la partie A que E(|Sy|) ~ 1/—”.
\ T

C.2) Montrer que lim, 40 dx.

C.4) En déduire un équivalent lorsque n tend vers +oo de w, = > |n — 2k[ ().

Partie D
D.1) O 2] < 1, glz) = —

. n pose pour |x ,9(x) = ——.

pose p 9 12y

On sait par le cours que g est DSE en 0 sur | — 1,1[. On pose Vz €] — 1,1], g(z) = 3./ ¢ z™.
Expliciter sans justification ¢, en fonction de .
D.2) a) O ide = L )| Mont 1, 3% g = L

.2) a) On considére | a,, = 47(”) . Montrer que pour |z| <1, ) "2 aa™ = —

n

b) En utilisant la formule de Stirling n! ~ v/2rnn™e™", proposer un équivalent simple de a,.))

1

D.3) a) On pose ¥n € N, | A, = >_7_, ax | Montrer que pour |z| < 1, >/%0 A, 2" = (SR
—x

b) En déduire : A4, = (2n + 1)a,.

2
D.4) A laide de la partie B, retrouver E(|Sy]|) ~ \/—n.
T



) ' 1
_ (oo Sin(®) x dt et S(z) =Y Tm <W> =

On considére Vx > 0, I(z) = 0 (o) 1
exp(xt) —

a) Justifier existence I(x) et S(z), et montrer que I(z) = S(z).

xdt . T
b) 0+oo ml\/{ontrer que hmm_>0,x>0 Sn<ﬂf) = 5
1 — cos(t)
+
¢) Montrer que I(z) = [;" (oxp(ah) — 12 22 exp(wt) dt.
. 1 — cos(t sin(t
d) (%) Montrer que lim,_0 >0 I(x) = 0+oo 152() dt = 0+°° t( ) dt.

sin(t
On déduit des questions précédentes f0+°° t( ) dt. = g

—+00 x
=11 4 n2a2



