
Extra

Exercice A

Soit X : 
! R une v.a. réelle d�espérance �nie.

Pour tout réel A � 0, on pose XA = X:1jXj�A, c�est-à-dire XA(!) =
(
X(!) si jX(!)j � A

0 sinon

1) On suppose X à valeurs dans N. Montrer que limn!+1E(Xn) = E(X):

2) On suppose X à valeurs réelles. Montrer que limA!+1E(XA) = E(X):

Indication : Utiliser ImX � fxn, n 2 Ng et le théorème de la double limite sur les séries de fonctions.

Exercice B

Pour X = (xi)1�i�n 2 Rn, on pose kXk2 = XTX =
Pn
i=1 x

2
i :

Pour A = (aij)1�i�n;1�j�n 2Mn(R), on pose kAk2 = tr(ATA) =
Pn
i=1

Pn
j=1 a

2
ij :

On montre aisément que pour toutes matrices orthogonales U et V 2 On(R), kUAV k = kAk :

Soit A 2 S+n (R) une matrice symétrique positive réelle, et on note 0 � �1 � ::: � �n ses valeurs propres.

1) Soit U 2 On(R). On pose D = Diag(�1; :::; �n). Montrer qu�il existe W 2 On(R) telle que

kA� Uk = kDW � Ink

2) On pose d = infU2On(R) kA� Uk
2. Montrer que d =

Pn
i=1(�i � 1)2:

Exercice C

On dit qu�une matrice est bistochastique ssi

8>><>>:
8(i; j) 2 [[1; n]]2, mij � 0

8i 2 [[1; n]],
Pn
j=1mij = 1

8j 2 [[1; n]],
Pn
i=1mij = 1

On note Bn l�ensemble des matrices bistochastiques.

Soient X = (x1; :::; xn) 2 Rn et Y = (y1; :::; yn) 2 Rn. On considère f : Bn ! R M 7�! XTMY:

1) Véri�er que Bn est une partie fermée, bornée, non vide, convexe.

2) Montrer que si U 2 On(R), la matrice M = (u2ij)1�i�n;1�j�n appartient à Bn:

3) Soit (i; j) 2 [[1; n]]2 tels que i 6= j. On considère la matrice P(i;j;k) = Eii + Eik � Eji � Ejk:

Exprimer XTP(i;j;k)Y en fonction de (xi � xj) et de (yi � yj):

4) Soit M 2 Bn telle que M 6= In.

Montrer qu�il existe " > 0 et i 6= j et i 6= k tels que M + "P(i;j;k) 2 Bn:

5) On suppose x1 < ::: < xn et y1 < ::: < yn: Montrer que f(In) = sup f:

6) Soient X = (x1; :::; xn) 2 Rn et Y = (y1; :::; yn) 2 Rn tels que x1 � ::: � xn et y1 � ::: � yn:

a) Montrer que 8M 2 Bn,
Pn
i=1

Pn
j=1mijxiyj �

Pn
i=1 xiyi:

b) Montrer que pour toute permutation � de [[1; n]], on a
Pn
i=1 xiy�(i) �

Pn
i=1 xiyi:

c) SoientX0 et Y0 deux v.a. de lois uniformes dans fx1; :::; xng et fy1; :::; yng. Montrer que E(X0Y0) �
1

n

Pn
i=1 xiyi:


