Analyse. Corrigé

1) a) A chaque fois, on traite le cas des suites constantes (up)neny = (L)nen-

Par linéarité, on peut donc se limiter au cas ot L = 0.

On utilise ensuite les preuves de type Cesaro en coupant la somme en deux :

Soit € > 0. Pour p assez grand, on a Vn > p, |u,| < e.

Pour n > p, 27"(Y 7o 2%u) < 27 (A + > h=p 2ke) < 27MA + 2¢ < 3¢ pour n assez grand.

b) On utilise essentiellement le fait que Y7 _, (7) est en 0450(2") car est un polynome en n.

1 n f() L n
2) a) Par IPP, on a [, f(t) t" dt = - + Ry, ou R, = —lr] Jo /@) "t de.

1 1 g n+1 M 1 n+1 M N /
< _— < _— = — = .
Or, |Rn’_n+1f0 () t dt_n+1f0t dt (n+1)(n+2)’0uM supte[m]]f (t)]
1 n f(l) 1 f(1) 1
Donc [y f(t) t" dt = +O<n2>:n+0 =)

b) Par deux IPP successives, on a

Jo cos(nt) f(t) dt = [W f(t)]: + [

1 cos(nmt)

f'()} + Iy P ) a

cos(nmt)

(n)?

1

Dion Jj*cos(nrt) £(t) dt = [C"(S(”)”” it >] By avee £, = 3P oy a=o ()
¢) Par IPP, [ ett =2 __ j+°° o

— — e~

Ona0< f;m% dt < f;oog dt = 0 ;oo <f+°° dt> . Donc f(z) ~400 -

2) bis) On a par IPP, ‘ff cos(Af(x)) dm‘ =

pLedeOrta) o

¢ f(z)
sin(Af(2))]” | b /" (@) sin(\ f(2))
Par IPP f COS )\f ‘ |:)\f/(m):| + f(z )\f/([i)Q d.’E
b f"(x) sin(A\f(x)) b f(2) _ 1 . o
Ona [ f’(m)2 dm' </, )2 dw’ = [— f’(ﬂJ)L < 2. D’o1l on conclut aisément.
3)a)S,=>7" n+1 Zk 1 k:} —n—too ffl dt =1In2 (Sommes de Riemann).

1
Variante : [ 20 1 dt <85, < f 2n-1 1 dt car t — n décroissante (comparaison sommes/intégrales).
donc par pmcement7 limy,— 400 S = In 2.
1
b) On ne sait pas calculer simplement [ tan <t> dt. Donc on va comparer tan(f) et 6.

Par l'inégalité de Taylor—Lagrange Vo € [0, 1] tan 6 — 0] < 1(26%) = 62).

Donc | ;% ntan( > Zk n k: Zk n k2 < 7 — 0. Donc limy,— o0 Y i, tan <k:) =1In2.
! 2 " !/ 2Sup‘f| "
4) Ona [f(z+h) = f(z) = hf'(2)] < hsup!f!d0n0Vh>0\f()! — h up [f”].

Ainsi, f’ est bornée. On peut méme choisir A > 0 minimisant le majorant.

Remarque : On peut améliorer I'inégalité en utilisant |f(z + h) — f(x — h) — 2hf'(z)| < h?sup |f”].

sup | f| sup | f| sup [f”|
h 2 '

Donc Vh > 0, |f/(x)] < + hsup [f"], d’ott on déduit |f'(x)| < \/



4) bis) a) Par I'exo précédent, on a Vh > 0, Vo € R, |f] (2)] < Suph]fn\ + hM.

Soit £ > 0. On choisit h > 0 tel que hM < e. Pour n assez grand, Vz € R, |f/ ()| < 2e.
b) On a Vh > 0, |fu(z + h) — fu(@) — hfh(z) — SR2f2(2)] < SR3M.

Et de méme |fn(z — h) — fo(z) + hf)(z) — 1R2f1(2)| < tR3M.

En combinant les deux inégalités, on obtient 2k | f},(2)| < 2sup | fn| + $h3M.

On en déduit aisément que lim,,—, 1o sup | f,| = 0. On applique alors a) a (f} )nen-

5) On a |P(e?)[* = P(e®)P(e?) = Y2 4y agare’0 ™7, done 57| P(e?)[* db = 27 S0 _g lax .
Dou Yy, lag)? = % f027r !P(ei(’})‘2 df, qui est la valeur moyenne de |P(z)|? sur le cercle unité.
Done 375 |@lc|2 < SUP|, =1 ’P(Z)|2

6) a) Posons f,(z) =2" —1—x2. On a f/(x) =na" ! — 1> 0 lorsque n > 2 et & > 1.

D’ou on déduit que f,, est une bijection de [1, 400 sur [—1;+o00]. D’ou 'existence et 'unicité de z,.

b) Soit € > 0. On a f,(1) = —1let fo(l+¢) = (1+¢)" —2 — ¢ qui tend vers +o0 lorsque n — +o0.
Donc fp(1+¢€) > 0 pour n assez grand. Donc f,(1)fn(1+¢) <0et 1 <z, <1+ ¢ pour n assez grand.

On en déduit que limy,—, 4o , = 1. Posons x, = 1 + a,, avec limy, 1 o a, = 0.

In 2 1
On a nln(1+ ay,) = In(2 + ), donc na,, ~ In2, c’est-a-dire z, = 1 + ek <> .
n n

6) a) ¢ : z — we® définit une bijection continue strictement croissante de ]0, +oo[ sur |0, +o00].

b) Posons f(z) =Inz + . On a f(x,) =1Inn. Soit M > 0. Pour n assez grand, Inn > f(M), d’ou =, > M.
Donc lim,, 4o 5, = +00 (on peut aussi utiliser z,, = ¢~ *(n), avec ¢ défini au a)).

On a donc Inz), + x,, ~ x,, donc x,, ~ Inn. On obtient alors x,, =Inn —Inx, =Ilnn —Inlnn + o (1).

b) Déterminer un équivalent de n lorsque n tedn vers +oc.

8) |0, +o0[ stable par g, d’ot 0 < xy41 < Xy, d’ot (2,)pen converge vers 'unique point fixe 0.
1 1 -1

A
— ) = —¢/(0), donc T ~ >, o0 A= ——.
P l’n) g'(0), donc x n,ou 700

On vérifie alors que lim, 1 (

9) On consideére (uy)pen définie par ug = 0 et Vn € N, upi1 = /uy, + n.

Montrer que lim,,— 4 (u, —/n) = %

Indication : On procéde par évaluations successives.

On montre u, < n par récurrence, d’oil u,+1 = O(y/n), c’est-a-dire u, = O(v/n — 1) = O(y/n).
D’otl Uupt1 = /n+ 0 (n) ~ /0, donc u, ~ /n — 1 ~ y/n, donc u, = /n + o (v/n).
Puis enfin u, 11 = /n++/n+o(y/n) = \/ﬁ—l—%—i—o(l).

D’ou u, = \/ﬁ+%+0(1), car vVn—1=/n+o(l).

10) Posons A = {\/n — v/m, (n,m) € N2}. Montrons que A est dense dans R.
Sia=+n—+mécA, alors —a=+/m—+/nc€AetVkecN, ka =Vnk2 — Vmk? € A.
Donc pour tout a € A, on a Vk € Z, ka € A.

De plus, on a inf(ANR%) =0, car limy 400 (VI + 1 — v/n) = 0.




Soient x € R et € > 0. Il existe a € A tel que 0 < a < e. Posons k = {EJ €.
a

Onaka€e Aet z—ka <a<e. Donctout xz peut étre approché arbitrairement prés par des éléments de A.

k
11) On pose A, = {2:0,]{ € [[O,Qp]]} et A =yen Dy

On vérifie par récurrence sur p que YA € Ay, f(Az+ (1 — N)y) < Af(z) + (1 =N f(y).
|2PA] [2PA]
o ot 2p
Par continuité de f, on en déduit VA € [0,1], f (Az + (1 — N)y) < Af(z) + (1 = N) f(y).

12)Onam=n<1+;>l/2 (1+1+O<1>>—n++0<1>

De plus, A est dense dans [0,1] : pour tout A € [0,1], A = lim, 1 €A,

2n? n3
. . 1 (=) 1

Donc sin(rvn? 4+ 1) =sin ( nmr+ — + O = + &p, avec g, = O
2 n3 2n n2

Donc ) sin(mv/n? + 1) converge comme somme de deux séries convergentes (CSSA et cv absolue).13) a) On pose

140 o bt -t -0 ().

n2

_ Un+
Up =1~ % u,. On montre que
Un

Donc la série > In(v,41) — In(vy,) converge absolument, c’est-a-dire (In(vy,))nen converge vers un réel p.

Donc (vy)nen converge vers A = e, d’ot u, ~ A n®.

ala+1)..(a+n—-1) On a Yl n+ a—1+0<1>
. 5 |

b) Posons u,, = o " i -
N n

Donc u, ~ A n®~ 1, c’est-a-dire a(a 4+ 1)...(a +n — 1) ~ A n®" 1 nl

14) On peut commencer par noter que u, > 0 (par récurrence d’ordre 2), donc w41 > Uy,

Il existe donc L = limy,—, 400 up € [1, +00[. Si L est réel, alors u, 1 — uy ~ —, donc a > 1.
n
1 1
Réciproquement, si « < 1, on a upq1 > up—1 <1 + a>, donc limy,—, 4 o U, = +00 car H;ﬁﬁ (1 + (2)a> = 400.
n n

15) La boule unité est le parallelogramme délimité par les droites  +y = +1 et 20 —y = £1..

16) Comme U € Oy (R) ssi —U € Oy R), alors N(A) = supyco, k) [tr(AU)].

N(A) existe car U — [tr(AU)| est continue et que O,(R) est bornée. Le sup est atteint.

La seule propriété délicate a prouver est N(A) =0= A = O,.

On montre d’abord que Vect(O,(R)) = M, (R). On en déduit que YM € M, (R), tr(AM) = 0.

En prenant M = AT (on bien en notant que A est orthogonal a toute matrice), on obtient A = O,,.

1
17) - Sir < |a|, avec A = ]a\ <1l,ona o Z+°° et

La série de fonctions 6 —— > A"e™ converge normalement sur [0, 27].

27
TN d. d’on on déduit J = —

1
DoncJ:a nO 0

’CL| 1 _ 1 6—1'0 _ ;1 400

-Sir>|a|, avec p="— < 1,0na ne=ind
T

n=1 M€

a—rel  r1—pei®  r
Il y a convergence normale en 6 sur [0, 27]. Donc on obtient ici J = 0.

18) La série de fonctions converge normalement (donc simplement) sur R.

21|

il —nt?) =
" exp(-nt?)

V2e1/2

La série des dérivées converge normalement sur R, car sup;cr

n3/2
19) Onaf+ooL— oo (Lt dt = lm4 +°° flln(aj)enx—0+
Lot 4 at2) 0 t  1+at? U Vit a2, 2 -



1
En explicitant ’encadrement obtenu par comparaison entre somme et intégrale, on a f(x) ~ —3 In(x).

D’autre part, Y m converge normalement sur |0, +oo.
Par le th de la double limit donc li f(z) = w1y fz) ~ A=y L
ar le e la double limite, on a donc limg 0o 2f(2) = 3 52y g, done f(2) ~ioo —y 00 A =2 10) —5.

20) a) Remarque : Si on suppose f de classe C1, on a f/(2z) = f’(x), donc f’ constante. D’ou f affine.
De plus, f(0) = —1, donc f(z) = ax — 1. Réciproque immédiate.

Avec g(z) = f(z) + 1, on se rameéne a g(2z) = 2g(x).
On a alors g(z) = 2"¢(27"x) — x4’ (0) = f'(0), donc g(x) = ax, avec a = f'(0).
Réciproquement, les f(z) = axz — 1 sont solutions évidentes.

b) Si f s’annule, f est identiquement nulle. Sinon, on a f(z) = f(3z)? > 0. On considére alors In f.

On obtient donc les solutions In f(x) = az, c’est-a-dire f(x) = e**.

c¢) On écrit f(z) sous la forme f(x) = tanh g(x). On obtient tanh(g(z + y)) = tanh(g(z) + g(v)).

En prenant g(z) = tanh~!(f(x)), on a g(z + y) = g(x) + g(y).

D’ou g(z) = ax et ainsi, les solutions sont les f(z) = tanh(ax), avec a € R.

d) On a f(nz) = f(z)". On choisit a > 0 assez petit tel que Vz € [—a, d], arg f(z) € | -5, Z].

On pose f(a) = €. On a Vz € [—a,a], f(32)? = f(z). D'ouVk €N, f(27%a) = 270 et f(27%na) = 2”0

Les 27 %na, avec (k,n) € N2, forment une famille dense dans U. Donc f(z) = %/,

20) bis) On a f(z) > 2" f(227") — 0 lorsque n tend vers +o0o0. Donc f(z) > 0.
D’ou f croissante. Comme f(0) = f(1) =0, alors f = 0.

21) Soit p > 0. 1l existe p € N tel que ¥Yn > p, a"p < 1.

On a, pour N > p, [T2,(1 — a"z) = [TPZ4(1 — a™z) exp (ETJLP In(1 — a”x)) :

La série z — > In(1 — a"z) converge normalement sur [—p, p| :

En effet, sup,¢;_, ;) [In(1 — a"z)| < max(|In(1 —a"p)[,In(1 + a"p)) = [In(1 — a”p)| = O(a").
Donc la restriction de f sur [—p, p] est définie et continue. Ainsi, f est définie et continue sur R.
De plus, (1 — ) f(az) = (1 —2) [[1X(1 — a"z) = f(z) et £(0) = 1.

Réciproquement, supposons g continue telle que g(0) =1 et g(z) = (1 — x)g(ax).

Alors g(z) = g(aVa) [IYZ0 (1 - a"2) =N 100 f(2), car g étant continue en 0, on a limy 1o, g(a™z) = g(0) = 1.

22) a) On utilise le changement de variables affine ¢ = E, avec u € [0, n].
n

1 2\
Onal,=—J, ouJ, = fon (1 + l + U—Q du = O+°° fn(u) du, en prenant f,(u) = 0 lorsque u > n.
n non

1 n
On a Yu > 0, (1 + v + 0400 <>) — e, done limy, oo fr(u) = e ™.
n n

2 2 2 ( _ 1) 2

, u o u u U n(n n
D’autre part, pour n > 2, (1—1—”—1—712) 21—&—(3)(5) Zl—i—zcar(;):Tzz.
Donc pour n > 2, fp(u) < p(u) = TTw/d et ¢ intégrable sur [0, +ool.

. . 1
Par cv dominée, lim,— o0 Jp = f0+°° e "du=1,donc I, ~ —.
n

b) On utilise le changement de variable ¢ = avec u € [0,n'/3].

u
nl/3’



1 3\ "
On obtient I,, = —J,, ou J, = f(‘? <1 + u) du.
n n
On obtient comme au a) par convergence dominée lim,,_, o J,, = f0+°° exp(u?) du = \.

1 10 1 1
Ona)\:§ T 0=2/3 exp(v) dv:F(>.Etonaan~

0 3 3 n1/3

3n—1 1 1
Remarque : Par une IPP, a1 = i an. Donc dntl _ 1—-—+4o0 <)

3n an 3n n
Par le critére (HP) de Raabe-Duhamel, on retrouve a,, ~ ;L/g, ot a > 0..
n
c¢) Le pic est en 1, donc on utilise le changement de variable ¢t = 1 — °
n
1 1- "
On obtient J, = ——K,, on K, = JI" A=W/ g 4 1 () du

Vn Vu
- . oo e . 1
Par convergence dominée, on montre que limy,—, o0 Kp = fo T du=7T 5]
U

—Uu

< emu/n,

On peut prendre comme fonction de domination p(u) = car Vu € [0,n], 1 —

u
n

%7

23) Les intégrales sont semi-convergentes, donc on ne peut pas utiliser le th de cv dominée

A sint 1—cost]™™® A4 1—cost 1o 1 —cost
O dt = | ——— —— = dt. D — dt.
@) Ona Jo o= [ v+t ] Tl Gre one f(@) = Jo " e
D’ou l'exsitence de f(z), et la continuité se déduit du th de continuité des intégrales paramétrées,
1 —cost 1 —cost
car 0 < [FEr f(t); < p(t) = 7;2308 intégrable sur ]0, +-o00].

1 —cost
b) On applique le th de cv dominée pour un parameétre continue, avec f(z) = 0+°° W
T

On utilise la domination par le fonction intégrable ¢ définie au a).

24) Idée : On utilise d’abord une IPP pour se ramener a [;™*° e~*'w(t) dt, avec w(0) = 1.

Puis on effectue le changement de variable u = xt :

1 —xt e U

e
Onaf(:n)—; 0 1+t2 fo T+ a2/ du.
—Uu
Par convergence dominée par p(u) = e~ %, on a lim,,_, 4 fo HeTW du = f0+°° et du=1
. R . 1 1
Une autre méthode consiste a utiliser une nouvelle IPP pour obtenir f(z) = — + Oy | 3 | -
x x
B 1 B 1 B 1
25) a) Posons fn(x) = m Pour a > 0, on a Sup[a,_i_oo[ |fn‘ = m = O+OO ﬁ .

Donc >’ f,, converge normalement sur [a,+oo[. Donc f est bien définie et continue.

b) Par comparaisons entre sommes et intégrales, on a J(z) < f(z) < 172 + J(x),

dt 1 oz t \]™ 1
S =L et e \15e)), ~hetl-he=h{l+s

On en déduit par pincement que f(z) ~ —Inz lorsque  — 0.

En revanche, on ne peut obtenir ainsi un équivalent en +oo.

1
Onazf(z)= ,:3 ﬁ, et ::i n;UW cv normalement sur |0, +-00], car TJW < 3
oo 1 2 w2
Par le th de la double limite, on a donc limg 1o zf(z) = > 2= G donc zf () ~4o0o =
26) La série 3 (_l)n le CSSA, et on a |Ra(@)] = [y Py
a série converge par le et on a =
n+ sep F=n k4o n+x " n




_1)n
n—+x

Donc la série de fonctions ) | converge uniformément sur |0, +o0o[. Donc f existe et est continue.

En regroupant les termes 2 par 2, on a :

£@) =% (g e ) = A :
F0\g+2k z+2k+1 F=0 (2 + 2k)(x + 2k + 1)
On utilise alors une comparaison entre séries et intégrales pour conclure.

1 +o00 1 1 1 x+1
< | — ) = — = — .
OnaJ(a:)_f(x)_x($+1)+J(x), ou J(z) = [, <x+2t x+2t+1) dt 2ln< . >

1 1
Donc J(z) ~400 2 d’ou par pincement, f(z) ~4o0 o
n
27) a) Convergence normale sur [0, a], pour tout a < 1, car Vz € [0, a], : f_ — <a".
x
1 td 1 —“d
b) On a J(z) < f(x) < 5t J(z), ou J(z) = 0+°° 1x+;i =1 0+O° 1€+e_7i, avec u = —t Inz.

In2 In2
—Inzx 1—x

1oo €% du

0)
Ao T e

1
= fol 1+¢ du =1n2. Donc f(z) ~ lorsque x tend vers 17.

28) Par une transformée d’Abel, on montre (via les sommes partielles) que pour 6 # 0 [27],

inf
+oo € +00 An(e) - An—l(e) +o0 An(e) AP—I(Q) N n ikO
= _— = f— — An f— o g .
RP(H) n=p n n=p n n=p n(n + 1) p , Ou (9) ij—l €
1— ei(n+l)9

1 — et

< 1 < 1
~ sin(6/2) ~ sin(e/2)

On a Ve € [g,21 — €|, |A.(0)| =

onc b1 oo ! -2 1
D |Rp(é)| < sin(z/2) <p + 2 n=p n(n + 1)) sin(e/2) p’

converge uniformément sur tout [g, 27 —¢], ou 0 < & < 27.

inf

Donc

n

inT

Supposons par 'absurde que la série de fonctions ) converge uniformément sur |0, 27/.

ind
.. +00 - e
Par le th de la double limite, on a alors la convergence de » '~ limg_0 90 —

Ce qui est absurde car »_, -, % diverge.

29) a) Ona R=supA, ot A = {p > 0| (anp")nen est bornée } .En fait, A = [0, R] ou [0, R].
On a de méme R’ =sup A, ou A’ = {p > 0| (\/@np")nen est bornée } .

On a (y/anp™)nen bornée ssi (a,p*)pen bornée. Donc A’ = VA, dou R = VR.

b) Soit p > 0. Si |z] < 1, on a 2 =0 (p"). Si |z| > 1, on a p"” = 0 (2("*). Donc R = 1.

30) a) Chaque permutation o est entiérement défini par (A, d), ot A est 'ensemble des points fixes de o et ou d

est le dérangement de [1,n] \ A induit par o. Il y a n! permutations o.

Donc n! =3, dy—caraa = ZZ:o (Z)dnfk = ZZ:O (nik)dk = ZZ:O (Z)dk

b) Posons a,, = —7: On a 0 <a, <1, donc le rayon R de > a,z™ vérifie R > 1.
n!
1 n
Para),onal=>%; , mak. Donc Y 2™ est le produit de Cauchy de > a,z™ et de ) x—'
n—k)! n!
1 1
D -1, — = T d’on = -,
onc Vx €] — 1,1], T2 f(z)e*, dou f(z) T .¢
A n (71)k NIRRT n (71)k
Par unicité du DSE, on a donc a,, = ) _;_, —~—, c’est-a-dire d,, =n! >}, 1

k!

31) En considérant (In f)’, on a (1 +z — 22)f'(z) = 3(1 — 2z) f ().



Ainsi, f est I'unique fonction vérifiant (1 +z — 22)y'(z) = 3(1 — 2z)y(z) et y(0) = 1.

— \too

Donc Or, en cherchant une solution y(z) = )% a,x™ DSE de rayon R > 0, on obtient récurrence d’ordre 2 : il

reste & trouver une majoration |a,| < aA” pour valider R > 0.

32) Comme Y % a, = 400, alors R < 1. Comme a,, = O(1), alors R > 1. Donc R = 1.

Ainsi, > anz" converge ssi |z| < 1 et diverge si |z| > 1. On a aussi ) a,, diverge.

D’autre part, on a Zg:o(an —apt1)2" = (2 —1) (Zfl\fzo anz”) —an12V + ap.

Pour |z] =1, eryzo(an — ap41)2" cv absolument, car Z:ﬁ% lan, — ant1| = Z:i%(an — Apt1) = ap.

Silz] =1et z# 1, alors (z — 1) # 0, et on en déduit donc que ) a,2" converge.

33) On a up, = ap"+PyY" ~ ap™ (cf suite de Fibonacci, et ici @ > 0, car limy,,— o up, = +00). Donc R = 1/¢ > 0.

Pour |z| < R, F(2) = (ug +u12) + 3 2% (uns1 + un)2" 2 = (up + u12) + 2(F(2) — uo) + 22F(2).

D’ou pour |z| < R, on a F(z) = ug + (u1 — up)z

1—2—22

T —1
34) On cherche ) cpz™ tel que (€> (3520 cpa™) = 1.
x

n=0

n—1 1

b N : — 1
0, c’est-a-dire ¢, = k=0 (n—k+1)1 k-

On trouve ¢y = 1 et la relation Vn > 2, ZZ:O mck =

Il reste alors & prouver que le rayon de convergence de ) cp,z™ est > 0, ce qui résulte de |¢,| < 1.

an+1

35) On a lim,, 40 =1,donc R=1.0na2(n+1)ay41 = (2n+ 1)a,.

Qan

D'oa Vz €] — 1,1], 2f'(z) = 2z f'(x) + f(z), don f(z) = f(0)(1 —z)" Y2 = (1 —2)"Y/2 car ap = 1.

36) La série cv, car en O(z™). On utilise alors le th de Fubini pour la somme double "+ E;ﬁ x"P.

La famille est sommable pour |x| < 1, et on obtient E:ﬁ Cnx™, O Cp = Y4 divise n 1 = Nombre de diviseurs de n.
37) a) Posons 7, = Intl Onari=letV¥n>2 1, = 1—{—;.
Qn o (n + 1)7‘an

1
OnaVneN* r,>1 doncVn>2,r,<1+ R Donc limy, 4o 7, = 1 et R =1 par d’Alembert.
n

b) OnaVn > 2, (n+ 1)ap+1 — nay, = an + ap-1.

1
Sachant que ag = 0, on en déduit que Vx €] — 1,1[, f'(z) —zf'(z) = <Jc + x) f(z).

Ona ZFMT_1 4 2
1—2z T 1—2x
Axe™™
Donc Vz €] — 1,1], f(:]:):Aexp(lnm—x—an(l—m)):ﬁ,avecfl:lcar ap = 1.
-z

38) On suppose lim o (f" + f) = 1. Montrer que f converge en +o0o et déterminer sa limite.

Indication : On pose A(z) = f'(z) + f(z). On a ainsi limyoc A=1et f'+ f = A

Donc f(z) = f(0)e™ +e™* [ A(t) ' dt. On écrit M(z) = 1+ w(x), ot limj o w = 1.
On a ainsi f(z) = f(0)e ™ +1—e " +e ™ [Jw(t) e dt.

Soit € > 0. Il existe a > 0 tel que Vz > a, |z| < e.

Donc, pour z > a, on a | [ w(t) " dt| < A+ [fe el dt < A+ee”, on A= [w(t) e di.
Donc |e™® [y w(t) e’ dt| < Ae™ 4 & < 2e pour z assez grand.

Donc limg—yoc €™ [ w(t) € dt =0, et ainsi limy_4 o0 f(x) = 1.

1
39) Si la limite existe, elle vérifie L — iL =1, c’est-a-dire L = 2.



1
On pose u,, = Q—nvn et on obtient v, 1 — v, = 2""1(1 4+ &,), avec lim,, 1 o0 €p = 0.
1

n—1ok+1
gn k=07

1 _ _ .
Donc u,, = o0 <u0 + Zzzé ok+1 4 Zzzé 2k+1£k). On conclut par Cesaro car lim,, 1 e = 0.

39) On a sup f = +oo car par exemple lim,, . f(z,z) = +00.

On pose K = {(z,y) | f(z,y) < f(1,1)}. On vérifie (avec soin) que K est fermé borné non vide.
Ainsi, f atteint son minimum sur K. On pose m = inf f(K).

On aV(z,y) ¢ K, f(z,y) > f(1,1) > m, d’ou on déduit inf f(A) = m.

Ainsi, f atteint son minimum sur A, qui est ouvert. Donc f est atteint en un point (a,b) de gradient nul.

=1/x2
39) bis) On a Vf(z,y) = 0 ssi { Y 1§$2 , donc ssi (z,y) = (1,1) sur A.
x=1/y
2 1/2

La Hessienne en (1,1) est < > € ST (R), donc f admet un minimum local strict.

12 2
40) On cherche un changement de variable (affinie) f(x,y) = g(u,v) de sorte que
0 0 3} 0 0 3}

w0 "oy oy

On a alors 82 » +Ba—2—goﬁ— >
Ox 022 " Y oray oy y2  Ou Ov  Oudv’
Premier cas : On suppose a # b. On consideére g(u,v) = f(u + v, au + bv).
Le changement de variables affine (z,y) = (u + v, au + bv) est valide car 11) ‘ # 0.
2 2 2 2

On obtient alors, avec « = —(a + b) et 8 = ab, (g J; +a 881:5 +ﬁa f> (u+v,au+bv) = aiéqv(u,v).
2

L’EDP équivaut donc a 8889 (u,v) = 0, c’est-a-dire g(u,v) = ¢(u) + ¥(v), avec ¢ et ¥ de classe C2.
udv

bx — — bx — -
On a (u,v) = < ;_ ay’ a;n_ by>’ donc les solutions sont les f(z,y) = ¢ ( :_ ay> +v (a(;z:_ by) .

Donc les solutions sont les f(z,y) = ¢ (bx —y) + @ (ax —y), avec p et zz de classe C2.

Second cas : On suppose a = b. On considere g(u,v) = f(u, au + v).

Le changement de variables affine (z,y) = (u, au + v) est valide car (1) ‘ # 0.
0 o 0 0?
On a 992 50 dy’ , donc 'EDP équivaut donc a o g( v) = 0.

Les solutions sont les g(u,v) = ¢(v) + u 9 (v), avec ¢ et ¥ de classe C2.
Donc les solutions sont les f(z,y) = p(y — ax) + = ¥(y — ax), avec ¢ et 1 de classe C2.

42) Soit f:R" - R x = (21, ...,2,) — f(x) de classe C2.
On considere g(y) = f(u(y)), ot u est linéaire. Exprimer Vg et H, en fonction de V f et Hy.

Indication : On a g(y1,...,yn) = f(O_I_1 @155, -y 2_j—1 anjy;), ot A matrice de u dans la base canonique.

On peut faire le calcul a l'aide des dérivées partielles : @(y) =>", gf(u(y)) a;j, etc.
T

Oy,
Mais on peut aussi exploiter 'unicité du DL :
Ona f(z+h) = f(z) +hTVf(x) + ShTHp(x)h + o (||b]]).
Donc g(y + h) = f(A(y +h)) = g(Ay) + hT ATV f(Ay) + 1hT ATH(Ay) Ah + o (|| 2]]%).

On en déduit Vg(y) = ATV f(Ay) et Hy(y) = ATH;(Ay)A.



42) bis) a) Vf(z) = Vf(0) + fol Hy(tz) - x dt.
b) f@) = f(y) = [y Vi@ +ty—=) (y—x)dt=0siy—z € FL.

Remarque : Preuve de b) directe : f(z) = f(0) + 3 fol(l —t) XT Hp(tX) X dt en dérivant t — f(tz).



