‘Analyse. Complément. Corrigé‘

t)3 ¢ sint
sn; ) = (sint) % % est DSE comme produit (de Cauchy) de fonctions DSE.

Donc f est DSE est DSE comme primitive d’une fonction DSE.

1) )Ona(

b) g(z) = exp(Az) exp(Az?)...exp(Az") exp(—n)) est DSE comme produit (de Cauchy) de fonctions DSE.

Remarque : g est la série génératrice de la v.a. entiere Y = >~} kX}, o les X}, sont des v.a. de lois géométriques

de parametre A : on a Gx(z) = exp(Az — \), et Grx(x) = exp(Az¥ — N).

1 n
c) Premiére méthode : h(z) = Y125 fa(2), ot fu(x) = — ( ) est DSE par produit de Cauchy.

1—2z
On pose f,(z) = 3120 ¢, pz®. Pour [z < 1, 2028 S50 e, 4 |z|* converge (vers exp <1%|$|))

La famille (cn,kx ) ( , est sommable. Donc on peut regrouper les termes selon la valeur de k.

n,k)EN
Seconde méthode : h(z) vérifie h(0) = 1 et 'équation différentielle (1 — z)?h(z) = h(z).

On cherche alors la solution de 1’équation différentielle (qui est unique) sous la forme > c,z"
On obtient (n+ 1)cpy1 — (2n+ 1)ep + (0 — 1)ep—1 =0 et ¢ = 1. Dot |cpt1| < 2]en| + |en—1]-
Donc |ep| < up, o0t ug = ¢g, u1 = ¢1 €t Upt1 = 2Up + Up—1. On a u, = @A™ + Gu™.

Donc ¢, = O(p"), ot p = max(|A|,|u|). Donc le rayon R de 3" c,z™ vérifie R > p~!, donc R > 0.

2) a) E se partionne en les points fixes de f et les paires de la forme {z, f(x)}, avec f(x) # .

On choisit le nombre de paires k < L%J, puis les paires (et ensuite, les autres points sont fixes).

_ —In/2] 2k—2\  (2\ 1 _ —|n/2] n)! 2%) (2k—1  wln/2) ()
Done I, = >2,20" (3) (2)( 2 )(2)%— k=0 (n—2(k))!(2k)!( )(2 )---%— k=0 (n—(QIi)!Qk'

Remarque : 11 faut diviser par k! car on choisit 'ensemble des k paires (et non les k-uplets de paires).
b) Une involution est une permuation (car f~! = f). On a donc I,, < n!. Dot R > 1.

c¢) Pour construire une involution de FE, 11, il y a deux cas :

-si f(n+ 1) =n+ 1, on se raméne a construire une involution de E,. Il y a I, choix.

-si f(n+1)=m <n,ona f(m)=n+1, et on se raméne a construire une involution de E, \ {m}.
Il y a n choix pour m, et m étant fixé, il y a I,,_1 choix. Donc au total nl, 1.

Donc Ipy41 = Iy + nly—1. dott (n+ 1)cpy1 = cp 4+ cp—1. On a Iy =1, donc ¢y =1

Dot pour |z| < R, f'(z) = Y i20(n+ Deny1a™ = co + 3025 (cn + cpo1)z™ = f(z) + zf ().
On en conclut f(z) = f(0)exp (:13 + ;) = exp (:1: + :E;) = exp (v) exp <;g + 33;) .

Par produit de Cauchy de deux séries entiéres de rayon 400, on obtient R = 400.
3) a) On a [e?*| < 1.Par le th du transfert, G(e”) = 372  are™, ot @y = P(X = k).

T Q) eminf dh = zk ° ar [T 0 dg = 2ra,,.

Par cv normale sur le segment [0, 27], on a |, 0

1
o

c) On a G(e') = B(eX) = Hk:l E(e’ez’“) par indépendance.

b) P(X =n) = = [ZTG(?) e df <o f(f” |G (e®)| df = — 02” G(ei?) df = P(X = 0).

Or, E(e%k) =1 — 2p + 2pcos(aif) > 0, car 1 — 2p > 2p > |2pcos(af)|. Donc G(e') >

4) a)

™
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0.
oS ue ™ et [ 1 1 ITT, [ = Lo
=y " ue ™ et ue = —, alors par Soree 1,3
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On a par cv dominée lim,,_, o, K, = f0+°°

1du, mais il faut trouver une fonction de domination !!!

6“ —
u\3 u? u?
On peut utiliser par le binéme (1 + —) >1+ (g)—3 >1+ 13 pour n assez grand.
n n

Et p(u) = est intégrable sur [0, +ool.

v
1+ u3/12
5) a) On a fryi1(xn) < fu(zn) =0 = fot1(zny1), done x, < xpp1. Alnsi, (f)nen est croissante.
b) On a f(L) = f(L) = f(zn) + f(zn) = f(L) = f(an) + f(zn) = fa(zn).

Donc |f(L)] < [f(L) = f(za)| + [f(zn) = fu(@n)| < [f(L) = f(zn)| +sup[f — fal.

Comme f est limite uniforme de (fy)nen, alors f est continue, donc lim, .y f(zn) = f(L).

Donc par passage a la limite, f(L) = 0.
1 1
est de méme nature que ffroo —— dt, car — est décroissante positive.

1
¥ 2 oy 7 e
Or, avec t = f~1(u), on a flmf(lt) dt = [tt] + [ tf )t2)
Onalimxﬂ+ooiz() carig2faj ! dt — 0 en +o0.

fl@) 7 ) =12 f(t)

Donc f1+ f(lt) dt converge ssi f oo z}f(,f))

t
Or, avec u = f(t), on a f(t) dt = du, donc on obtient f1+°° ff f (1) 2 (u) du.
(par un changement de variable, on a ’égalité des intégrales impropres, convergentes ou non).
fH(w)

u

dt converge.

1 .
Donc f1+°° —— dt converge ssi u —

f@)
) T(1+h) = [y e exp(hlnt) dt = [ 3,% — " (mtyret d.

du est intégrable en 4o0.

Posons Vn € N, ¢, = 0+°°(ln t)" e~t dt. Pour apphquer ITT, on va majorer f0+°° |(Int)?| et dt.
Or, [iF|(Int)"] e~* dt <[5 (—Int)" dt + fﬁ“’ZZe—t dt<n! + T(n+1)=2nl
On en déduit que pour |h| < 1, la série ) f0+°° ) |(Int)?| et dt converge.

n

h
Donc par ITT, T(1 4+ h) = >0 pCn pour tout |h| < 1. D’ou le résultat.

8) a) Tl existe (cy)nen telle que Vo €] — 1, 1[, f(z) = 3212 ¢z

Pour |z| < 1, on a [tz| < 1 pour tout ¢ € [0, 1], donc T'(f)(z) = 3,2 c+n1 "

Ainsi, T'(f) est bien définie par une série entiére, et la linéarité de T est immeédiate.

b) Par identication des séries entiéres, on a T'(f) = Af ssi Vn € N, n6747j1 = Acp-

On en déduit qu’il existe au plus un p € N tel que ¢, # 0, et dans ce cas, A = m

Donc les valeurs propres sont les A\, = %, ou p € N, et le sev propre est F) = Ra”.

9) a) Pour n > p assez grand, u,, > 0, car lim,_,;~ u, — 1 = 0. Posons &, = u,, — 1.

Pour n > p, Ap =[]}, ux = exp (ZZ:p In(1+ 5k)> .On aln(l+¢e,) =O0(ey) et > |en| converge.

Donc (Zk:p ln( + €k))n>p converge, et on conclut avec [[;_jur = o Ay, ot v = Hi;é U,
b) On a ||S| < [Ti—o I Mkl -
Or, || My]| — 1| < || My, — L,||. Par a), ([Ti_, HM’fH)neN converge. Donc (||Sy]|)nen est bornée.



D’autre part, Sp+1 — Sy = Sp(My — Ip), donc ||Sp41 — Sull < ||Sull | My — L,|| = O(|| My, — Ly)).

Par comparaison, on en déduit que ) (Sn 1 — Sn) converge absolument, donc (S,),,c converge.

10) Soit € > 0. Pour n > p assez grand, N%Ll <¢g,,doncon aVn > p, upt1 < Vun + €.
Donc Vn > p, u, < vy, ol (vy)n>p définie par v, = up et vp41 = v, + €.
On vérifie (en étudiant f : z —— /z + ¢€) que (v,)nen converge vers le pt fixe A(e) de f:x+— x +e.

Donc u, < v, < A(€) + ¢ pour n assez grand. Or, lim._,g A(¢) = 1. D’ou A(¢) + € arbitrairement proche de 1.



1) Remarque : Le critére spécial ne s’applique pas (le signe n’alterne pas).

On va regrouper les termes par 2.
sin(Ilnn)

On pose Sy, =Y p_i(—=1)"ap, ot a, = .On a Sop = 1 (a2 — agg—1).

On & faz, — aa| < P2V ZPERZL) g (Tj) ot () = sin(In ).

1 1
On a |¢'(x)| < =, d’ou on déduit par les accroissements finis : |ag, — az,—1| = O <2) .

x n
Donc ) (a2, — az,—1) converge absolument, d’ou a fortiori (S2;,)n>1 converge.

Comme lim,,_, 4 a,, = 0, alors Sa,, 11 = S2, + 0 (1), donc (Sp,)n>1 converge.
3) La série converge car le terme général est en O(n=3).

1 a+ B8 L ¥
== avec a =y =
nn+1)(n+2) n n+l n+2 7=

1 11 1 1 1 11
D7 \S:* +30 - - +SO _ - - -
R "—1<n n—|—1>+2 "—1<n+1 n+2) 2 1 4

Seconde méthode : On consideére Vo € [0,1], f(z) = > e —i—ml)(n )

Par convergence normale sur [0,1], f est continue sur [0, 1].

Premiére méthode :

Par le séries entiéres, f est de classe C* sur [O 1[.

Ona f(0)=f'(0) = f"(0) =0 et Vo € [0, 1], [P (z) = 3 Fa" =

On pourra intégrer trois fois, mais il y a mieux :

1—a

02
Par la formule de Taylor—Lagrange avec reste intégral, Vo € [0,1[, f(z) =0+ [ ' ) fON(t) dt.
2
Donc Vz € [0,1], *fo )
t)? 1 1
Par continuité en 2z = 1, on obtient S = f(1) = = fo dt = 3 Jo(—1t)dt= T

Remarque : Pour prouver la continuité, il vaut mieux developper (z — t)? afinde sortir les x de l'intégrale :
=1 dt— [y 15 dt+ % [ 1= dt continues (somme de primitives).

1 -1
1 -2

Donc u, et v, sont en O(p™), ot p = max(|A|, |x]) est le module maximal des valeurs propres de A.

Donc R > 1/p, donc R > 0.

4) a) Avec X, = (up,vn),on a X1 = AX,, et A= ( ) matrice diagonalisable.

f(@) —uo = 2(f(z) — g(x))
g(x) —vo = (f(x) — 29(x))

Up 12" = 2 (u, — vy)

b) Pour |z| < R,
) Pour 2] { o — o)

, on obtient {

(1 —2)f(x) +zg(x) = ugp
—zf(z) + (1 +2z)g(x) = vo
5) a) (analyse) Supposons f(zy) = f(x)f(y). On a f(x) = f(%:c)2 > 0.

Si f >0, on pose g(x) = In f(e®). Alors V(z,y) € R%, g(x +y) = g(z) + g(y).

c’est-a-dire { , d’ott on déduit les fractions rationnelles f(z) et g(z).

On est ramené & un cas connu, et on a donc g(z) = az. D’ou f(e*) = %, c’est-a-dire f(z) = x®.

Si f n’est pas strictement positive, alors 3y > 0, f(y) = 0, donc Vz, f(zy) =0, d’ou f = 0.
(synthése) Les solutions sont donc 0 et les z%, avec a € R.

b) (analyse) Supposons f(zy) = f(z)f(y). On a f'(x) = Af(z), avec A = f/(0).



Leprobléme est qu’il n’y a pas de logarithme complexe. On pose g(0) = f(exp(i6)).
Ona g(0+¢) = g()g(¢). En dérivant par rapport a ¢, ¢'(6) = A\g(#), ou A = ¢’(0) = f'(1). Donc g(0) = exp(i\d).
Il faut aussi que g soit 2mw-périodique, donc \ € Z.

(synthése) Les solutions sont les g(6) = exp(inf), avec n € Z, donc les f(z) = 2™, ou n € Z.
6) Il existe M tel que Vn € N, a,, < MAZ") | car toute suite en O+(1) est bornée.

OnadoncunS/\<M+\/M+\/M+...+\/M):)\vn,oﬂvonetvnH:M—i—\/ﬁ.

On montre que (v, )nen converge par le point fixe p de f(x) = M + /x : faire un schéma,

et noter que l'intervalle[0, 1] est stable par f et contient M, et que et f > Id sur cet intervalle.

Remarque : on vérifie par ailleurs que (uy,)nen est croissante : en effet, on passe de u, & u,y1 en remplacant ay,

par un terme plus grand qui est a, + \/@n+1. On en déduit donc que (uy,)nen converge.

9) On utilise la méthode de variation de la constante : on pose u,, = (n!) v,.

1
On obtient v,, — v,,—1 = %, donc u, = (n!) <U0 +350 kz‘) )

+001 1

k=1 =~ 4@

1
Comme (uy)nen est bornée, alors limy, 4o (Uo + > e k') =0,doncug=v9g=—>,

1
Dans ce cas, on a u, = (n!) < P k:') ,

1
+
Dk T <

Par l'inégalité de Taylor-Lagrange a exp sur [0, 1], on a < _°
(n+1)!

. Donc limy,—, 4 o0 up, = 0.




