Oraux blancs. Série 4. Indications

1) (—1)*+1/2 vaut 1 ssi 4 divise n(n + 1), donc ssi 4 divise n ou n + 1
La suite ((—1)"("t1)/2), 5, est 4-périodique de période —1, 1,1, 1.

On montre la convergence en appliquant le CSSA aux suites (uor+1)ken €t (Uok+2)keN-

Variante : On regroupe les termes de méme signe deux par deux :

n

Sop = Z(_l)k ( 1 n 1 )
&= Bk Dk | VIR

On peut alors appliquer le critére des séries alternées, et on en déduit que (Sap,)n>1 converge.

Comme de plus limy,— 400 U2n+1 = 0, on a aussi lim, 1 Sop+1 = 0. Donc lim,, |, S, = 0.

2) a) Premiére méthode : en utilisant les polynomes annulateurs :
QML | * >
On | Q(B)

Il existe un polyndéme annulateur scindé a racines simples de M, donc de B, donc B diagonalisable.

Tout polynéme annulateur de M annule aussi B, car Q(M) = <

Seconde méthode : On peut considérer N = M — I, = ( On | A ), avec C = B — I,,.

O, | C

L’intérét est de se ramener au cas de la valeur propre 0 (qui est plus simple que 1, car on peut alors raisonner

directement en termes de noyau, mais c’est ici un détail).

Si M est diagonalisable, N aussi, x est scindé, donc x est scindé.

Pour caractériser la diagonalisabilité, on utilise les dimensions.
En effet, on a N diagonalisable ssi ), dim Ker(N — Als,) = 2n.
On cherche a calculer ), dim Ker(C — AI,,) pour savoir si C' est diagonalisable.

Or,on a:

{ si A # 0, on vérifie rg(N — Alap,) = n 4+ rg(C — AI,,), donc dim Ker(N — Aly,) = dim Ker(C — AI,)

pour A =0, on a: rg(N)>rg(C), donc dimKerC > dimKer N —n
Sachant ), dim Ker(/N — Al3,) = 2n, on obtient ), dim Ker(C' — AI,,) > n, donc = n.
Donc C' est diagonalisable.

b) Premiére méthode : On traite seulement le cas ou B diagonalisable et 1 ¢ Sp(B).

On montre alors que M est diagonalisable (quelle que soit A).
On considére alors P(X) = [[\egp(p) (X — A) scindé a racines simples et annulateur de B.
Alors Q(X) = (X — 1)P(X) est aussi scindé a racines simples.

On a Q(M) = (M — Ipy) x P(M) = P(M) x (M — I,).



Or, (M — I,) x P(M) = < gz I > < *On *On ): < 8Z gz >,d0anannuleM.

Seconde méthode : La CNS est rg(N) = rg(C) d’apreés le calcul du a) pour la seconde méthode.

C’est le cas notamment lorsque C' est inversible, c’est-a-dire B n’admet pas 1 comme valeur propre.

ei(n+1):):

3) On a aussi lim,, . sin(nz) = 0 et lim, ., o €™® = 1, donc * = — 1.

etn
4) a) On fixe z € R et m € N. On va montrer qu'il existe A\, = lim,,_, oo cos(mzm!)"™ pour m assez grand.

Siz ¢ Q, |cos(mxm!)| <1, donc Vm € N, A\, = 0. Et D(x) = 0.

|
est un entier pair.

Supposons z = L € Q. Pour m assez grand, xm! =
q
11 suffit de prendre par exemple m > (q + 2).

Donc pour m assez grand, cos(rxzm!) = 1, donc A, = 1, et ainsi, D(x) = 1.

b) Par a), D est la fonction caractéristique de Q.
Ainsi, D n’est continue en aucun point z (car z est a la fois limite d’une suite de rationnels et d’une suite de

irrationnels, car Q et R\ Q sont denses dans R).
5) a) Faire un schéma. En déduire A(R) = (a + b)R + 7 R2.
b) On a par inclusion A(R) < A(R’) pour tout r > 0.

6) On veut f(xz+ h) = f(z) + hf'(z) pour tous (z, h).
Rn prenant A = 1, on vérifie (par récurrence) que f est nécessairement de classe C'™.
En dérivant par rapport a h, on obtient la condition nécessaire f'(x + h) = f'(x), donc f constante.

Réciproquement, les fonctios affines conviennent.

7) Par hypothese, il existe une suite de couples distincts (z,,y,) tels que P(z,) + P(yn) = 0.

Pour z fixé, il existe un nombre fini de y tel que P(z,y) = 0.

Donc la suite (x,)neny prend une infinité de valeurs. Quitte & en extraire une suite extraite, on peut supposer
limy,— 400 |2n| = +00.

Supposons par ’absurde P de degré n pair.

Alors P(x) ~ioo ™ et P(x) ~_oo ™.

On a donc lim,,—, 4, P(zy,) = +00, donc lim, 4o P(y,) = —00, ce qui est absurde, car P est minorée.
8) a) Rayon +oo par le critére de D’Alembert.

1

b) Soit € > 0. Pour n > p assez grand, on a — <e.
p!

n n

T T 1 " .
(n)2 + 52:3; P Posons Q(z) = -7, ()2 polynome.

-1
Donc Vz >0, 0 < f(z) < > P,



On a ainsi f(z)e ™ < Q(x)e™™ + e. Comme lim,_, 4o Q(x)e™™ =0, alors f(x)e™™ < 2¢ pour x assez grand.

9) Par convergence dominée, on a aisément lim,_, ;o I, = 0 (en dominant par ¢(t) = 1).
Le maximum est atteint en ¢ = e et vaut 1.

On utilise le changement de variable Int =1 — ﬁ (on peut aussi utiliser (Int)" = z)..

On a donc t = exp(1 — h/n), donc I, = (1 - > exp (1 - ) dh.

On en déduit aisément I, ~ — 0+°° eexp(—h) dh = %

10) (up)nen est bien définie car [a, b] est stable par g : x — %(m + f(x)).

On a Tni1 — T = 5(f(n) — ).

Et [f(zn) — 2n| = |f(zn) — f(@n-1)| < |20 — 2p—1]|. Done |2pt1 — 20| < 3 |20 — 2]

Donc Y |xp41 — @p| converge (car en O(27"). Donc > x,4+1 — @, converge, c’est-a-dire (z,,)nen converge.
Posons z = lim,,_, o Tp. Par continuité de f, on a z = 1(z + f(2)), c’est-a-dire z = f(z).

:L,’I’L

11) Posons f,(z) = Tk

En distinguant lescas 0 <z <1,z =1et x > 1. on a lim,_,4 o fn(z) =0.

1 1
< .
(1+z)..(14an-t) = 201

Donc Y f, c¢v normalement (donc uniformément) sur [1, +ool.

-Pour z > 1, fu(z) <

-Pour 0 <z <1, fu(x) < z™

Donc (fn)nen normalement (donc uniformément) sur tout intervalle [0, a], avec a < 1.

- (%) Il reste a étudier la convergence uniforme sur les intervalles [1 — ¢, 1]. DIFFICILE en fait.

1
(1+z)..(1+am)

, ol gp(x) =

: 1 . . I

Posons goo(z) = limy,— 400 gn(x) = W qui est continue sur Rt et vaut 0 sur [1, 4o0].
n=0 x

Par télescopage, on a donc Ry (z) = 302 1 fu(2) = gn(2) — goo(@).

On note que ’fn(x) = gn-1(x) — gn(w)

Il reste & étudier la convergence uniforme vers 0 de R,, sur 'intervalle [0, 1].
La fonction  — g, () est décroissante et on a toujours Ry, (z) < gn(z).
Donc pour tout 0 < a < 1, on a R, (x) < max(gn(a),sup q £n)-

Soit € > 0. on peut trouver a < 1 tel que g (a) < 3e.

Donc pour n > ny assez grand, g,(a) < g, car limy, o0 gn(a) = goo(a).
Mais on a aussi Supj,q] R, < e pour n > ny assez grand.

Donc pour n > max(ni,na), Ry(z) < € pour tout = € [0, 1].

Il y a donc bien convergence uniforme sur [0, 1].



Remarque : On peut évaluer go(x) par comparaison avec une intégrale.

Ona [[}° (1—|—x)<exp< ln(l—l—m)dt)gl_[:i%(l )<exp(ln2—|—f In(1 + ) )
2

1 In(l4w) 1 1In(1 +u) T
Bdt=— [P 2T =~ K ouK = -
Or, goo(z fo +at) dt 1nxf0 " du Lo f du, D
K K
On en déduit que exp < gool(x) < 2exp .
—Ilnx —Ilnx
. . . . n—+a
12) II s’agit finalement d’étudier le produit infini J], o,
n
k+b—1 b—1 b—1
a) On a par télescopages u, = uo [[1_, ! —/13_7—1—19 =Un= Y T donc ) u, diverge.
Upt1 N +a a b\ ! « 1 R
b) On a = :(l—i——) 1+ — =1+—-4+0(—=),ota=a—0.
Up n+b n n n n2

Par le critére de Raabe-Duhamel( certes HP ...), il existe A > 0 tel que u,, ~ An®.

Donc par comparaison, Y | u, converge ssi a < —1, c’est-a-dire a < b — 1.

Supposons désormais a < b — 1. Posons S = Zn —0 Un-

On a (n+b)upt1 = (n+ a)uy, c’est-a-dire n(u, — upt1) = bupt1 — auy,.

Or, on a (cf transformée d’Abel) : S 7_, k(ugp — upr1) = Sopeo kur — S piq (k — Dug = 37y up — (4 Vg1,

Comme lim,,, { o nu, = 0 (par Péquivalent trouvé), on obtient > ;o n(u, — upt1) =S — 1.
b—1
b—1—-a

Mieux : On écrit nu, — (n + 1)uyr1 = aty — bpy1 — Upy1-

On obtient donc S — 1 = b(S — ug) — a9, c’est-a-dire S =

On a par télescopage > p_o(nun — (n + 1)upy1) = 0 — 0, car lim,, o0 nuy, = 0.

b—1

DOIlC 0: (a—b— 1)5— (b— 1)u(), d,Ofl S: m



