Oraux blancs. Série 3. Indications pour la résolution.

0) a) Par le th de dérivation des intégrales paramétrées (a valider), f/(t) = [J u

0
0%*u 8u ! 3u ou
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Donc f'(t) = [y u(z,t) 92 (x,t) dz [u(m,t) 792 } f 0 9 (x,t)* dz < 0.
. ou 0?%u
b) w vérifie (E) : E(m,t) pe 5 (7,t) et w(z,0) =0 et w(0,t) = w(l,t) = 0.
Par a) fo 2 dx est décroissante. Or, f(0) = fol w(z,0)? dr = 0.

Comme f(t) > 0, alors f(¢) = 0 pour tout ¢t > 0, et donc w(x,t) = 0. Donc u(z,t) = v(x,t).

1) Le nombre est < n? —n + 1, car sinon A contient deux colonnes identiques de 1.
La matrice A ne contenant que des 1 sauf les (n — 1) premiers cooefficients diagonaux convient.

En effet, rg A =rg(Z — F11,....,Z — Epn_1,7Z) =1g(En, ..., En_1, Z) = rg(E11, ..., Bn) = n.
2) a) Supposons « > 1. Posons @ > > 1. On a a,, > S1nn pour n assez grand. Donc e~ < n%.

b) On ne peut pas conclure : cf par exemple a,, =Inn + Bln(Inn) : On a a, = W.
3) Montrer que p o ¢ = 0 implique Ker g C Imp.

En passant aux orthogonaux, Imq = (Ker ¢)* C Kerp = (Imp)=*.

4) a) P(Sn:n) :P(Xl < Xo < ... <Xn) =1 et P(Sn = 1) :P(Xl :maxlngan) =1

n! n
b) On note T} la variable indicatrice de ’événement: il y a un pic au k-iéme tirage.
P(T, =1) = P(X; =maxj<j<; X;) = 7. Ona S, =Y ;_; 1y, donc E(S,) =>4 k ~ lnn.

Remarque : Pour formaliser P(T;) = , regrouper les permutations selon la valeur de A = {Xy, ..., X;.}.

Remarque : On a aussi P(T}) = ZJ VP(Ty, Xk =13 Z;‘ k (ij)/(z:})

?v\»—l —

Or, Z;L:k (i i) ( ) donc on obtient bien P(T}) =

5) Supposons que X + Y et 2X ont méme loi. Alors Gx(t)? = G x(t?) pour tout ¢t € [—1,1].

Posons a,, = P(X = n) et p = min{n € N | a,, # 0}Par identification des coefficients d’une série entiére, on a

(ap)? = a, en considérant le terme en t* de Gx(t)* = Gx(?).

Donc a, =1 (car ap # 0), et X est presque stirement constante.
Réciproque immeédiate.

6) On a f(t) = O(t) en t = 0, donc 'intégrale existe.
On a par PP,

f0x<f§t)>2dt f(;c st '(t)

/ 2
Donc [ <f§t)> dt < f f dt < ”fo ) dty/ [y (f")? dt par Cauchy-Schwarz.

t)
En supposant f non identiquement nulle, on a fo <f§ > dt > 0 pour x assez grand,




2 2
et on a alors 4/ [ <f(tt)> dt </ [y (f")? dt, donc 0+°O (@) dt converge et est < \/f(roo(f’)z dt.

7) Avec t = —, on obtient I, = n't*J,, avec J,, = [;'(1 — —)“ua du.
n’ n
Par cv dominée par p(u) = u®e™" sur |0, +oo[, on a : limy,— 4o Jp = f+°° Y du =T(1+ «).

Donc I, ~ n'ToT(1 + ).

8) Montrons que A est convexe : Soient a = lim,, 4o f(zn) et b = limy,— 400 f(yn), avec z, — 400 et y, — +00.
On peut supposer a < b. Soit ¢ €]a, b].
Pour n assez grand, on a f(x,) < ¢ < f(y,). Par le TVI, il existe z, € [Tn,yn] tel que f(z,) = c.

Alors limy, 400 f(2n) = ¢ et limy, 4o 2, = 00 (car z, > min(z,, yn)).

Montrer que A est fermé : Soient b € A. Soit n € N*.

3=

Il existe a € A tel que [b—a| < 1. Il existe z,, € R tel que z,, > n et |z, — a| <
On obtient donc une suite (2, )nen- telle que |z, — b| < % et ,, > n. Donc z, — +oo et b € A.

9) Ona 0= f(0) et b= f(a).

En utilisant le changement de variable v = f~1(z), on a dz = f'(u) du.

Donc f(f () do = foau f'(u) du, et par une IPP, [J'u f'(u) du = [u f(u)]g — [ f(

Donc [i f(z) dx + fo dz = af(a) = ab.

Remarque : La propriété peut se voir simplement sur un schéma représentant les graphes de f et de f~.

10) a) Non : Par exemple, < 8 é > = ( 8 } ) — < 8 1 > est somme de deux matrices diagonalisables, mais

n’est pas diagonalisable. On peut aisément généraliser a tout n > 2.
b) Si dimV > %n(n + 1), V contient une matrice antisymétrique non nulle, qui n’est pas diagonalisable (car 0 est la

seule valeur propre non nulle).

Ezemple : Sev des matrices symétriques.

11) Supposons A non nilpotente.
Alors A contient une valeur propre non nulle .
Pour A € K, M\A et A sont semblables, alors Ay est valeur propre de A.

Comme A contient un nombre fini de valeurs propres, alors K est fini.

1
Réciproquement, supposons A nilpotente, donc semblable a < 8 0 ) .

0 1
Pour tout A non nul, ( 0 0

) et < 8 ())\ > sont semblables, donc A et AA sont donc semblables.
12) a) Supposons que f continue vérifie (E).
Posons A =Im f. Pour tout y € Im f, on a f(y) =y + 1.

Donc y + 1 € A. Comme A est un intervalle, il est de la forme (a, +o0].

On a donc Vz €]a,+o0], f(z) =z + 1 et donc par continuité f(a) = a+ 1 si a réel.



Si a réel, on doit aussi avoir |a,a + 1[C f(] — o0, al).

z+1siz>0
b) Il suffit de considérer f : z —
1—e"siz<0

13) Analyse : Supposons que A et —A sont semblables.
Alors tr A = det A = 0, et le polynome caractéristique de A est de la forme 23 — A\x.
Syntheése : La réciproque est vraie.

- Premier cas : X non nul : Alors A est diagonalisable, et ses valeurs propres sont deux & deux opposées, donc A et

— A sont semblables.

- Second cas : X nul : Alors A est nilpotente.

010 010
On montre d’abord que A est semblable 4 Oz, a | 0 0 0 Joua | 0 O 1 | selon la valeur de rg A.
0 00 000

14) In(¢)In(1 —¢t) ~ —tlnt =0(1) en t = 0 et de méme en ¢t = 1, donc intégrale faussement impropre.

OnaJ——foln +oo—dt

1
On a par IPP, fol ln(t)g dt = Tt 1)2, On a Zfo In(t ’ dt =3 A1) converge.
1
— +00
Donc par ITT, J =—) ' m

15) On justifie (via le th du rang) que pour tout polynome réel P, il existe un polynoéme @ tel que Q(z) — Q(z—1) =
P(x).

On a alors Yn € N, Y °p | P(k) = Q(n) — Q(0).

16) Par Grassmann, dim(F' N G) > dim F' + (dim G — dim(F + G)), donc dim(F N G) > dim F' — codim G.

Donc dim(FNG N H) > dim F — codim G — codim H. Ici, dim F' — codim G — codim H > 2n — 2n = 0.

Donc dim(FNGNH) > 0, d’ou le résultat.

17) On consideére une base (e, ...,ep) U (€pt1, ..., €n) adaptée & F & S = E.
Alors F est l'intersection des hyperplans z = 0, avec k € {p + 1,...,n}.
18) Posons f(z,y) = det(zA + yB).
Par hypothese, f(1,0) = f(0,1) = f(1,1) = f(1,-1) = 0.
On a f(1,t) = P(t) = det(A + tB) = (det B)t> + ... polynome, qui de degré < 2 car det B = 0.
Or, P(1) = P(—1) = P(0), donc P admet au moins trois racines distinctes. Donc P est identiquement nul.
On a pour z # 0, f(z,y) = z3det(A + tB), ou t = Q’ donc pour x # 0, f(x,y) = 0.
x
D’autre part, f(0,y) = det(yB) = y3det B = 0, donc f(0,y) = 0.
(Remarque : Le cas x = 0 peut se déduire aussi du cas = # 0 par continuité).

19) A est la matrice d’une projection (sur F' = E; parallélement a G = Ej).

De plus, A est symétrique, donc A est une projection orthogonale.



Une projection orthogonale s’écrit u(z) = >"_, (ej,x) x avec (e1, ..., e;) orthonormée.
Matriciellement, on a donc A = 22:1 Z; Z]T, avec Z; matrice de e;.

. . I, | O
Variante : On a A symétrique et UT AU = U~LAU = ( (; 0 ) = 22:1 E;j, avec U € O, (R).

On a Ej; = E;E], donc Z; = UE; convient.

20) Remarque : A est symétrique symétrique et son spectre C {0,1}. De méme pour B.

On considére X vecteur propre de A+ B de norme 1. Ona A = (A4 B)X, X) = (AX, X) + (BX, X) € [0,2].

21) AT A et AAT sont symétriques donc diagonalisables. On peut conclure si on suppose connu le fait que X 45 = X 4-
En fait, immédiat si A inversible (car ATA = A=1(AAT)A). Sinon, on considére \ tel que B = A+ A1d € GL,(R).
Et PBTB = BBT P implique PATA = AAT P, (par calcul : BTB = ATA + AA + AAT + \?1d).

22) a) La v.a. X est constante. En effet, tout événement A = (X = x) est indépendant & lui-méme.
Donc P(A) = P(A)?2, donc P(A) € {0,1}.

b) Résulte de Cauchy-Schwarz appliqué a X et 1x-o : E(X)? = E(X.1x>0)? < E(X?)E(1xs0) = E(X?)P(X > 0).

23) Tout intervalle réel [0,m] contient au plus |[m + 1| éléments de la suite.

Sinon, deux termes au moins auraient un écart < 1.

On peut donc modifier 'ordre des termes de sorte a les classer par ordre croissant de (remarque : ce n’est pas le cas
pour une suite arbitraire, par exemple si on considére un suite énumérant Q ...).

Donc a,11 > %, et ainsi Vn € N*, a,, > n. Donc é = O(#), et par comparaison, » ai% converge.

—u2/2t

24) f est bornée. Posons M = sup |f|. G est bien définie car et a ¢ fixé, u— e est intégrable sur R.

Avec 0 = (z —y)/V/t, on a G(z,t) = \/% fj;o =12 f(z 4+ V/10) db.

On en déduit par cv dominée (par ¢(6) = M 6_92/2) que limg_, 4o G(x,t) = 0 et lim;_,o G(x,t) = f(z).

Remarque culturelle : G est la solution de ’équation de la chaleur : % = —‘327?, avec G(z,0) = f(x).

25) Par labsurde : supposons que f admet un nombre fini de zéros.
Donc f ne s’annule pas sur un intervalle [a, +00], donc est de signe constant sur cet intervalle. D’autre part, f est

bornée sur [0,a]. Donc f ne peut étre a la fois majorée et minorée, ce qui contredit f surjective.
26) a) Non : L’image continue du segment [0, 1] est un segment.

b) Oui : On prend f définie par f(z) = 0 si z €]0, 3], f(z) = 1si z € [2,1] et affine sur [}, 2].
c¢) Une fonction continue bijective sur un intervalle est nécessairement strictement monotone.

Dans ce cas, f(]0,1]) est un intervalle ouvert limité par les limites en 0" et 17.

27) Soient A et B € GL,(C). Montrer qu'’il existe A € C tel que det(A — AB) = 0.

Il suffit en effet de considérer les valeurs propres de AB~! (qui sont aussi celles de B~1A).

Si F un sev inclus dans GL,(C) U {0, }, alors nécessairement, toute famille (A, B) est liée, donc la dimension de F

est < 1. Réciproquement, toute droite CA avec A € GL,(C). Donc max(dim F') = 1.



