
Oraux blancs. Série 3. Indications pour la résolution.

0) a) Par le th de dérivation des intégrales paramétrées (à valider), f 0(t) =
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b) w véri�e (E) :
@u

@t
(x; t) =

@2u

@x2
(x; t) et w(x; 0) = 0 et w(0; t) = w(1; t) = 0.

Par a), f(t) =
R 1
0 w(x; t)

2 dx est décroissante. Or, f(0) =
R 1
0 w(x; 0)

2 dx = 0:

Comme f(t) � 0, alors f(t) = 0 pour tout t � 0, et donc w(x; t) = 0: Donc u(x; t) = v(x; t):

1) Le nombre est � n2 � n+ 1, car sinon A contient deux colonnes identiques de 1.

La matrice A ne contenant que des 1 sauf les (n� 1) premiers cooe¢ cients diagonaux convient.

En e¤et, rgA = rg(Z � E11; :::; Z � En�1; Z) = rg(E11; :::; En�1; Z) = rg(E11; :::; En) = n:

2) a) Supposons � > 1. Posons � > � > 1. On a an � � lnn pour n assez grand. Donc e�an � 1
n�
:

b) On ne peut pas conclure : cf par exemple an = lnn+ � ln(lnn) : On a an = 1
n(lnn)�

:

3) Montrer que p � q = 0 implique Ker q � Im p.

En passant aux orthogonaux, Im q = (Ker q)? � Ker p = (Im p)?:

4) a) P (Sn = n) = P (X1 < X2 < ::: < Xn) = 1
n! et P (Sn = 1) = P (X1 = max1�j�nXj) =

1
n :

b) On note Tk la variable indicatrice de l�événement: il y a un pic au k-ième tirage.

P (Tk = 1) = P (Xk = max1�j�kXj) =
1
k : On a Sn =

Pn
k=1 1Tk , donc E(Sn) =

Pn
k=1

1
k � lnn.

Remarque : Pour formaliser P (Tk) = 1
k , regrouper les permutations selon la valeur de � = fX1; :::; Xkg.

Remarque : On a aussi P (Tk) = 1
n

Pn
j=1 P (Tk; Xk = j) =

1
n

Pn
j=k

�
j�1
k�1
�
=
�
n�1
k�1
�
:

Or,
Pn
j=k

�
j�1
k�1
�
=
�
n
k

�
, donc on obtient bien P (Tk) = 1

k :

5) Supposons que X + Y et 2X ont même loi. Alors GX(t)2 = GX(t2) pour tout t 2 [�1; 1].

Posons an = P (X = n) et p = minfn 2 N j an 6= 0gPar identi�cation des coe¢ cients d�une série entière, on a

(ap)
2 = ap en considérant le terme en t2p de GX(t)2 = GX(t2).

Donc ap = 1 (car ap 6= 0), et X est presque sûrement constante.

Réciproque immédiate.

6) On a f(t) = O(t) en t = 0, donc l�intégrale existe.

On a par IPP,R x
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+
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0)2 dt par Cauchy-Schwarz.

En supposant f non identiquement nulle, on a
R x
0

�
f(t)

t

�2
dt > 0 pour x assez grand,



et on a alors

sR x
0

�
f(t)

t

�2
dt �
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0 (f

0)2 dt, donc
R +1
0

�
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7) Avec t =
u

n
, on obtient In = n1+�Jn, avec Jn =

R n
0 (1�

u

n
)nu� du:

Par cv dominée par '(u) = u�e�u sur ]0;+1[, on a : limn!+1 Jn =
R +1
0 u�e�u du = �(1 + �):

Donc In � n1+��(1 + �):

8) Montrons que A est convexe : Soient a = limn!+1 f(xn) et b = limn!+1 f(yn), avec xn ! +1 et yn ! +1.

On peut supposer a < b. Soit c 2]a; b[.

Pour n assez grand, on a f(xn) < c < f(yn). Par le TVI, il existe zn 2 [xn; yn] tel que f(zn) = c:

Alors limn!+1 f(zn) = c et limn!+1 zn = +1 (car zn � min(xn; yn)).

Montrer que A est fermé : Soient b 2 A. Soit n 2 N�:

Il existe a 2 A tel que jb� aj � 1
n . Il existe xn 2 R tel que xn � n et jxn � aj �

1
n :

On obtient donc une suite (xn)n2N� telle que jxn � bj � 2
n et xn � n. Donc xn ! +1 et b 2 A:

9) On a 0 = f(0) et b = f(a).

En utilisant le changement de variable u = f�1(x), on a dx = f 0(u) du:

Donc
R b
0 f

�1(x) dx =
R a
0 u f

0(u) du, et par une IPP,
R a
0 u f

0(u) du = [u f(u)]a0 �
R a
0 f(u) du:

Donc
R a
0 f(x) dx+

R b
0 f

�1(x) dx = af(a) = ab:

Remarque : La propriété peut se voir simplement sur un schéma représentant les graphes de f et de f�1:

10) a) Non : Par exemple,
�
0 1
0 0

�
=

�
0 1
0 1

�
�
�
0 1
0 1

�
est somme de deux matrices diagonalisables, mais

n�est pas diagonalisable. On peut aisément généraliser à tout n � 2.

b) Si dimV > 1
2n(n+ 1), V contient une matrice antisymétrique non nulle, qui n�est pas diagonalisable (car 0 est la

seule valeur propre non nulle).

Exemple : Sev des matrices symétriques.

11) Supposons A non nilpotente.

Alors A contient une valeur propre non nulle �.

Pour � 2 K, �A et A sont semblables, alors �� est valeur propre de A.

Comme A contient un nombre �ni de valeurs propres, alors K est �ni.

Réciproquement, supposons A nilpotente, donc semblable à
�
0 1
0 0

�
:

Pour tout � non nul,
�
0 1
0 0

�
et
�
0 �
0 0

�
sont semblables, donc A et �A sont donc semblables.

12) a) Supposons que f continue véri�e (E).

Posons � = Im f . Pour tout y 2 Im f , on a f(y) = y + 1:

Donc y + 1 2 �. Comme � est un intervalle, il est de la forme (a;+1[:

On a donc 8x 2]a;+1[, f(x) = x+ 1 et donc par continuité f(a) = a+ 1 si a réel.



Si a réel, on doit aussi avoir ]a; a+ 1[� f(]�1; a[).

b) Il su¢ t de considérer f : x 7�!
(
x+ 1 si x � 0

1� ex si x < 0

13) Analyse : Supposons que A et �A sont semblables.

Alors trA = detA = 0, et le polynôme caractéristique de A est de la forme x3 � �x:

Synthèse : La réciproque est vraie.

- Premier cas : � non nul : Alors A est diagonalisable, et ses valeurs propres sont deux à deux opposées, donc A et

�A sont semblables.

- Second cas : � nul : Alors A est nilpotente.

On montre d�abord que A est semblable à O3, à

0@ 0 1 0
0 0 0
0 0 0

1A ou à

0@ 0 1 0
0 0 1
0 0 0

1A selon la valeur de rgA.

14) ln(t) ln(1� t) � �t ln t = o (1) en t = 0 et de même en t = 1, donc intégrale faussement impropre.

On a J = �
R 1
0 ln(t)

P+1
n=1

tn

n
dt.

On a par IPP,
R 1
0 ln(t)

tn

n
dt = � 1

n(n+ 1)2
, On a

PR 1
0

����ln(t) tnn
���� dt =P 1

n(n+ 1)2
converge.

Donc par ITT, J = �
P+1
n=1

1

n(n+ 1)2
:

15) On justi�e (via le th du rang) que pour tout polynôme réel P , il existe un polynôme Q tel que Q(x)�Q(x�1) =

P (x).

On a alors 8n 2 N,
Pn
k=1 P (k) = Q(n)�Q(0).

16) Par Grassmann, dim(F \G) � dimF + (dimG� dim(F +G)), donc dim(F \G) � dimF � codimG.

Donc dim(F \G \H) � dimF � codimG� codimH: Ici, dimF � codimG� codimH > 2n� 2n = 0:

Donc dim(F \G \H) > 0, d�où le résultat.

17) On considère une base (e1; :::; ep) [ (ep+1; :::; en) adaptée à F � S = E.

Alors F est l�intersection des hyperplans xk = 0, avec k 2 fp+ 1; :::; ng.

18) Posons f(x; y) = det(xA+ yB):

Par hypothèse, f(1; 0) = f(0; 1) = f(1; 1) = f(1;�1) = 0:

On a f(1; t) = P (t) = det(A+ tB) = (detB)t3 + ::: polynôme, qui de degré � 2 car detB = 0:

Or, P (1) = P (�1) = P (0), donc P admet au moins trois racines distinctes. Donc P est identiquement nul.

On a pour x 6= 0, f(x; y) = x3 det(A+ tB), où t = y

x
, donc pour x 6= 0, f(x; y) = 0:

D�autre part, f(0; y) = det(yB) = y3 detB = 0, donc f(0; y) = 0:

(Remarque : Le cas x = 0 peut se déduire aussi du cas x 6= 0 par continuité).

19) A est la matrice d�une projection (sur F = E1 parallèlement à G = E0).

De plus, A est symétrique, donc A est une projection orthogonale.



Une projection orthogonale s�écrit u(x) =
Pr
j=1 hej ; xi x avec (e1; :::; er) orthonormée.

Matriciellement, on a donc A =
Pr
j=1 ZjZ

T
j , avec Zj matrice de ej :

Variante : On a A symétrique et UTAU = U�1AU =
�
Ir O

O O

�
=
Pr
j=1Ejj , avec U 2 On(R).

On a Ejj = EjETj , donc Zj = UEj convient.

20) Remarque : A est symétrique symétrique et son spectre � f0; 1g. De même pour B.

On considère X vecteur propre de A+B de norme 1. On a � = h(A+B)X;Xi = hAX;Xi+ hBX;Xi 2 [0; 2].

21) ATA et AAT sont symétriques donc diagonalisables. On peut conclure si on suppose connu le fait que �AB = �BA.

En fait, immédiat si A inversible (car ATA = A�1(AAT )A). Sinon, on considère � tel que B = A+ � Id 2 GLn(R).

Et PBTB = BBTP implique PATA = AATP , (par calcul : BTB = ATA+ �A+ �AT + �2 Id).

22) a) La v.a. X est constante. En e¤et, tout événement A = (X = x) est indépendant à lui-même.

Donc P (A) = P (A)2, donc P (A) 2 f0; 1g.

b) Résulte de Cauchy-Schwarz appliqué à X et 1X>0 : E(X)2 = E(X:1X>0)2 � E(X2)E(1X>0) = E(X
2)P (X > 0):

23) Tout intervalle réel [0;m] contient au plus bm+ 1c éléments de la suite.

Sinon, deux termes au moins auraient un écart < 1:

On peut donc modi�er l�ordre des termes de sorte à les classer par ordre croissant de (remarque : ce n�est pas le cas

pour une suite arbitraire, par exemple si on considère un suite énumérant Q ...).

Donc an+1 � 1
n , et ainsi 8n 2 N

�, an � n: Donc 1
a2n
= O( 1

n2
), et par comparaison,

P 1
a2n
converge.

24) f est bornée. Posons M = sup jf j. G est bien dé�nie car et à t �xé, u 7�! e�u
2=2t est intégrable sur R:

Avec � = (x� y)=
p
t, on a G(x; t) = 1p

2�

R +1
�1 e��

2=2 f(x+
p
t�) d�:

On en déduit par cv dominée (par '(�) =M e��
2=2) que limx!+1G(x; t) = 0 et limt!0G(x; t) = f(x):

Remarque culturelle : G est la solution de l�équation de la chaleur : @G@t = �
@2G
@x2
, avec G(x; 0) = f(x):

25) Par l�absurde : supposons que f admet un nombre �ni de zéros.

Donc f ne s�annule pas sur un intervalle [a;+1[, donc est de signe constant sur cet intervalle. D�autre part, f est

bornée sur [0; a]. Donc f ne peut être à la fois majorée et minorée, ce qui contredit f surjective.

26) a) Non : L�image continue du segment [0; 1] est un segment.

b) Oui : On prend f dé�nie par f(x) = 0 si x 2]0; 13 ], f(x) = 1 si x 2 [
2
3 ; 1[ et a¢ ne sur [

1
3 ;
2
3 ]:

c) Une fonction continue bijective sur un intervalle est nécessairement strictement monotone.

Dans ce cas, f(]0; 1[) est un intervalle ouvert limité par les limites en 0+ et 1�:

27) Soient A et B 2 GLn(C). Montrer qu�il existe � 2 C tel que det(A� �B) = 0:

Il su¢ t en e¤et de considérer les valeurs propres de AB�1 (qui sont aussi celles de B�1A).

Si F un sev inclus dans GLn(C) [ fOng, alors nécessairement, toute famille (A;B) est liée, donc la dimension de F

est � 1: Réciproquement, toute droite CA avec A 2 GLn(C). Donc max(dimF ) = 1:


