Oraux blancs. Série 3.

0) Soit ¢ : [0,1] — R de classe C2.

On considére v : [0,1] x R (z,t) — u(z,t) de classe C? vérifiant :
ou 0%u

E): D) =224 - —u(1,t) = 0.

(B) 2wt = T4ty et ufa,0) = g(x) et u(0,0) = u(1,£) = 0

a) On considere f(t) = fol u(x,t)? do. Montrer que f/(t) < 0.

b) En considérant w = u — v, montrer que si v vérifie aussi (E), alors u = v.
1) Déterminer le nombre maximal de 1 pour A € GL,(Z) inversible & coefficients dans {0, 1}.

2) Soit (un)nen une suite réelle. On suppose que a,, ~ alnn lorsque n — +oo, avec o > 0.
a) Montrer que la série de terme général exp(—a,,) converge si o > 1 et diverge si o < 1.

b) Peut-on conclure si a =1 7

3) Soient p et ¢ projecteurs orthogonaux. Montrer que p o ¢ = 0 implique gop = 0.

4) On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 a n, dans laquelle on effectue n tirages successifs
sans remise. On note Xy le numéro de la boule tirée a la k-iéme étape. On dit qu’il y a un pic & la k-iéme étape si

X > max(Xq, ..., Xk—1). On convient qu’il y a toujours un pic au premier tirage.
a) On note S,, le nombre de pics au cours des n tirages. Déterminer P(S,, = 1) et P(S,, = n).

b) Donner l'espérance de S,,.

5) Soient X et Y deux v.a. enti¢res indépendantes et de méme loi.

Dans quels cas X + Y et 2X ont-elles méme loi 7

6) Soit f : [0, +0o[ de classe C. On suppose £(0) =0 et [;"(f')? < +cc.
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Montrer que [, <f§t)> dt existe et que [ (“@) dt < 4 [FO(f(1))? dt.

7) Soit @ > —1. Trouver un équivalent de I,, = fol(l — t)"t% dt lorsque n tend vers +oo.

8) Soit f : [0, 4+00[— R continue.
On note A 'ensemble des a € R telles qu'il existe (z,)nen tendant vers +oo telle que limy, 1o f(z,) = a.

Montrer que A est un intervalle fermé.

9) Soit f : [0,a] — [0,b] bijection croissante C*. Calculer [f f(z) dz + fob fH(z) da.
10) On note D ’ensemble des matrices diagonalisables de M,,(R), avec n > 2.

a) L’ensemble D est-il un sous-espace vectoriel de M,,(R) ?

b) Soit V un sev de M,,(R) inclus dans D. Montrer que dim V' < in(n + 1), et donner un cas d’égalité.

11) Soit A € M2(C). On pose K = {\ € C | A et AA semblables }.

Montrer que K est infini ssi A est nilpotente.



12) Déterminer les fonctions continues vérifiant (E) : Vo € R, f(f(x)) = f(z) + 1.
13) Déterminer les matrices A € M3(C) telles que A et —A soient semblables.
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14) Existence de J = fol In(t) In(1 — t) dt, et montrer que J = > YL

15) Soit P un polynéme réel. On pose M : N* - R n+—— > 1, P(k).

Montrer que M est une fonction polynomiale en n.

16) On suppose F, G et H sev de E. On pose n = dim E. On suppose : dim F' + dim G + dim H > 2n

Montrer que F'N G N H contient un vecteur non nul.
17) Montrer que tout sev est intersection d’hyperplans.

18) Soient A et B € M3(R) telles que det A = det B = det(A + B) = det(A — B) = 0.
Montrer que V(z,y) € R?, det(zA + yB) = 0.

19) Soit A € M,,(R) matrice de rang r vérifiant A = AT = A2

Montrer qu’il existe (Z1, ..., Z,) famille de vecteurs de R telle que A = Z;Zl ZjZJT.
20) Soient A et B projections orthogonales. Montrer que Sp(A + B) C [0, 2].
21) Soit A € M,,(R). Montrer que AT A et AAT sont semblables.

22) a) Que dire d’une v.a. indépendante d’elle méme ?

b) Soit X une v.a. réelle positive telle que 0 < E(X?) < +o0o. Montrer que P(X > 0) >

23) Soient une suite de réels positifs non nuls (a,)nen telle que Vn # m, |a, — am| > 1.
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Montrer que la série ) — converge.
a
n

24) On considére f : R — R continue et convergeant vers 0 en +oco. On rappelle que f:;o e~ /2 duy = \/27.

T — 2
=) 1w

Montrer que G' est bien définie et bornée sur R x R* . Calculer lim, . G(z,t) et lim;_o G(x,1).
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On pose V(z,t) € R x R, G(z,t) = Nors f_+oo exp (—
7r

25) Soit f : [0, +o0o[— R continue surjective. Montrer que f admet une infinité de zéros.

26) a) Existe-t-il une fonction continue surjective de [0, 1] sur ]0,1[ ?
b) Existe-t-il une fonction continue surjective de ]0, 1 sur [0, 1] ?

¢) Soit f une fonction continue surjective de |0, 1] sur [0,1]. Montrer que f n’est pas injective.

27) Déterminer la dimension maximale d'un sev de M,,(C) inclus dans A = GL,(C) U {O,}.



