Oraux blancs. Série 2. Indications
1) a) Posons Y, = card({X; | X; <k} et Y} = card({X; | X; > k}.
Onay, <card({1,2,...k]) =k et Y;F <card{i | X; >k} =D 1x,>%-

Donc y, = (Y, +Y;") = E(Y;) + BE(Y;)) <k + E(X", Lx,5k) = k +nP(X > k).

Soit € > 0. On choisit k& de sorte que P(X > k) < ¢, qui existe car limy_, ;o P(X > k) = 0.

On a alors y, < k + ne. Pour n assez grand, y, < 2en.
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b) Par Markov, P(X > k) < (k ), et donc y, <k +

On conclut en prenant k = \/n.

2) Noter A I'événement : “L’urne contient deux boules blanches” et B : “La premiére boule tirée est une boule

blanche”. On a P(A | B) = 5= PEAPA 1(1/2) _

2
(B|A)P(A)+P(B|A)P(A) — 1x(1/2)+(1/2)x(1/2) — 3°

3) L’idée est de considérer N = > | 14,, on A4; : le i-iéme couple survit.

En effet, on ne cherche que espérance de N et non sa loi. Donc E(N) =n) ;| P(4;).
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La probabilité qu'un couple fixé survive est

Remarque : On peut aussi trouver cette probabilité sans passer par la combinatoire des parties :

En effet, en notant (x,y) ce couple et A I’ensemble des personnes décédées, on a :

Pag A ygA)=Plag AP(ygA|agA) =20l

(2n—r)(2n—r—1)

(2n—r)(2n—r—1)
2n(2n—1) ’
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On en conclut que E(N) =n

4) a) [6,(2) — 6(2)] = [P - o(@))| < B (K [s8 o) < KV(S)12 < zfjﬁ

b) Par th du transfert, (¢ (S(x ) =S ho F(E) )2k (1 — 2)"* = P,(x) polynome en =.
Donc pour toute fonction lispchitzienne ¢ sur [0, 1], ¢ est limite uniforme de polynomes.

On en déduit pour toute fonction 9 sur [a,b], en considérant :

¢(z) =¢(a+z(b—a)) et Qu(t) = Po(F2) converge uniformément vers ¢ sur [a, b].
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5) Deux bouts en moins a chaque étape. X,, est somme de n v.a. de Bernoulli de probabilité 5 Nl—l’

6) Si A/ =P AP et B'= P 'BP ,alors AB= BAssi A’B' = B'A’.
Donc C(A") = P~1C(A)P, et donc dim C(A’) = dim C(A), car ¢ : M — P~'M P isomorphisme.

On se rameéne donc aux trois cas A = <())\ 2>,avec)\7£u,A:)\Ig etAz(é /1\>=)\12—|—J.

Dans le premier cas, C'(A) = sev des matrices diagonales (car sev propres stables par B).
Dans le dernier cas, C(A) = C(J) = Vect(lz, J).

Donc les dimensions possibles sont 2 et 4.



7) A et B commutent donc les sev propres de B sont stables par A.

OnaB=I5L+aS ous= < (1) 0 ) est une matrice de symétrie orthogonale.
_ 1 0 B | _ l+a O 1
DoncS-P(O _1>P ,ouP—<1 1>,etB—P< 0 1—a>P .

Premier cas : a # 0.

Comme les sev propres de B sont stables, alors A = P ( ())\ 2 > P

avec P(A\) =1+aet P(u) =1—a, ot P(t) =13+t

Le polynome P induit une fonction bijective de R sur R (car P'(t) > 0 pour t € R).

Donc A et i sont uniques, donc A est unique.

Second cas : o = 0.

On cherche donc A vérifiant A% + A = I,.
Dans C l'équation 2% + z = 1 admet 3 racines « (réelles), 3 et 3 (avec B non réelle).
Comme A est réelle, on a nécessairement x 4(2) = (z — @)? ou x4(2) = (z — B)(z — B).

Dans le premier cas, A = a3 est 'unique solution, car sinon, A serait semblable & N = < @ o ) , qui ne vérifie pas

0

2
’équation, car A3 + A serait semblable & N3 + N = < (1) S 1+ 1 ) # Is.

Dans le second cas, toute matrice réelle de polynoéme caractéristique (z — 8)(z — 3) convient, car diagonalisable dans

C et vérifie donc I'équation.
Ref —Impg

C’est le cas de la matrice ( mB Refp

et de la matrice compagnon 0 —|8
1 2Re8 )°

8) a) On pourrait se placer dans une base de vecteurs propres, et utiliser une matrice de Van de Monde.

Mais il y a mieux : Le polynome P(X) = [ cg,(4)(X — A) annule A et est de degré < n.

Donc la famille (I,,, A.,,, A" ') est liée, et a fortiori, toute famille (x, Az, ..., A"~lz) Dest.

b) Tout vecteur z = Z?Zl ej, ot tous les o; non nuls, convient : la matrice de la famille (z, Az, ..., A" 1z) est

inversible (matrice de Van der Monde).
9) u est une symétrie, et préciser les sev propres. En déduire tru = in(n+1) — in(n—1) = n.

10) Notons u 'endomorphisme associé a A.

- Posons r =rg A. Onar € {0,1,2}. Sir=0, A= Os.

- Supposons r = 1. On a Imu C Kerwu (sinon, upy,, serait bijective). On considére un supplémentaire Ces de Ker u,
puis e2 = u(es), puis e; tel que (e1, e2) est une base de Ker u.

- Supposons 7 = 2. On a dimKeru =1 et u? # 0 et u® = 0.

On considére ez ¢ Keru?. On a (e3, u(es),u?(e3)) base de E = C3.

10) bis) On a x_4(z) =det(zl3 + A) = —x4(—2).

Comme A et —A sont semblables, alors x 4(z) = 2% — az.



- Si @ =0, A est nilpotente et on utilise 1) pour conclure que A et —A sont semblables.
- Sia # 0, x4 admet trois valeurs propres distinctes 0, A et —\, donc A est diagonalisable et ses valeurs propres sont

deux a deux opposées, donc A et —A sont semblables.

Conclusion : Donc A et —A soient semblables ssi x4 = x_4, donc ssi tr A = det A = 0.

11) a) Il vaut mieux éviter de se lancer dans le calcul du polyndéme caractéristique de M ...
On cherche donc les valeurs propres en résolvant les systémes M X = A\ X.

X9 =2Xy X9 =Xy

AX) = AX, { AX1 = NX,

On a de plus X # 0, c’est-a-dire (X1, X3) # (0,0) ssi X1 # 0 ( du fait d ela relation Xy = A\ X7).

MX = XX ssi (par blocs) {

On en déduit que A est valeur propre de M ssi A2 est valeur propre de A.

X1

On a alors Ker(M — Aly,) = { < \x
1

> , X1 € Ker(A — )\QIn)}.

En particulier, | dim Ker(M — Als,) = dim Ker(A — A21,,) |.

b) Notons dy = dimKer(M — A,) et d), = dimKer(A — uly,).

Par a), on a dA:dL,ouM:)P.

On a M diagonalisable ssi ), dy = 2n, et A diagonalisable ssi ) dj, = 2n.
Chaque complexe i non nul admet deux racines carrées A et —A\.
Or, par a), on a y dy =23, ,,d, +do. De plus, > ,,d), +do < n.

Donc Y dy =2nssi ), od, =net dy=0.

Donc M diagonalisable ssi A diagonalisable et inversible.

AF 1O ) AF
. 2k __ n 2k+1 __ n
Remarque : On a M _<On 1 >etM _<A+1 On>'
Ainsi, si P(A) = O, alors P(M?) = O,.
Si A est inversible et diagonalisable, alors on prend P(X) = [])cqp4)(X — A) annule A, et P(X 2) annule et est

scindé a racines simples (ses racines sont les racines carrées des \).

12) Traiter avec Cesaro le cas a, = a.
Traiter par majoration le cas lim,,_, 1 a, = 0 en utuilisant le fait que (uy)nen est bornée.
Conclure par linéarité (avec (ap)nen = (@)nen + (En)nen, o0 limy, 1o €, = 0) que la limite est af.
13 a) On a nécessairement f(0) = 0.

; T 1 ) o T 1
D’autre part, f (—) = —f (x), donc par récurrence immédiate f (—) =—f(x).

2 2 2n 2
) =z f'(0).

En effet, f(u) = uf’(0) + o (u), donc 2" f (27"x) = zf(0) + o (1) lorsque n — +oo.

X

Or, limy,_, o0 2 f (27



On en conclut que Va € R, f(z) = ax, avec a = f/(0).

2thzx
1+th’z’
c¢) On effectue le changement de variable g(x) = th(f(z)), valide car f(x) €] — 1,1].
On obtient th(f(2z)) = th(2f(x)), c’est-a-dire f(2z) = 2f(x).

b) On a ch(2z) = chz? + sh? z et sh(2z) = 2shz chx, donc th(2z) =

Comme g est dérivable en 0, alors f aussi. Donc par a), f(z) = az.

On en déduit g(z) = th(az).

14) Posons N = A~!B. La fonction f est constante ssi f : t — det(I,, +tN) est cste.
En trigonalisant N dans C, on a f(t) =[] (1 +t\;).

On veut Vt € R, f(t) = 1. Comme f es tun polyndme, ceci équivaut a vVt € C, f(t) = 1.
Ce qui n’est vrai que si les \; sont nuls (sinon, f s’annule en au moins une valeur).

D’ott la CNS : Sp(N) = {0} dans C, donc ssi N est nilpotente, c’est-a-dire 3r € N*, (A~1B)" = O,.

15) Comme A est inversible, alors B semblable & —B = A~'BA, et B inversible.
Donc les racines du polyndéme caractéristique de B sont 2 & 2 opposées, et non nulles, car B inversible, donc en

nombre pair (comptées avec multiplicité), c’est-a-dire n pair.

: o . 1 0 01
Pour n pair, on construit aisément un exemple en considérant les blocs ( 0 —1 > et < 10 > .

On peut noter que lorsque deux matrices anticommutent, alors A(E)) C E_y, ou E) sev de B.

16) Si u n’est pas une homothétie, il existe = tel que y = u(z) ¢ K.

Considérer un hyperplan H contenant x et ne contenant pas y.

17) On note f(z) + f(y) — f(2)f(y) = —(1 = f(2))(1 = f(y)).

Done f(z +y) = f(2) + fy) = [(2)f(y) équivaut a 1— f(z +y) = (1 - f(2))(1 = f(y))-
On pose g(x) = 1 — f(x). On cherche les fonctions continues vérifiant g(x + y) = g(z)g(y).
Si g(zo) = 0, alors g est nulle. Sinon, g(x) > 0, car g(z) = g(x/2)%.

En posant G(x) = In g(x), on obtient G(z + y) = G(x) + G(y), donc G(z) = ax, ot a € R.

On en conclut (réciproque immédiate) que les solutions sont 1 et f(xz) =1 — exp(az), ou a € R.

Remarque : Pour deviner les solutions, on peut aussi supposer f de classe C!.
On a alors nécessairement f'(z+y) = f'(z) — f'(z)f(y), donc f'(y) = b(1 — f(y)), ou b= f'(0).
Donc f(y) =1+ K exp(—bz), et K = —1 car b= f/(0), donc f(y) =1 — exp(ax), ou a = —b.

18) On a de fagon générale Im(AT) = (Ker A)*, donc ici Im A = (Ker A)*.
Donc la restriction de A & Im A est un automorphisme, sans valeur propre réelle carSp(A) C {0}.
Donc Im A est de dimension paire.

19) Utiliser les relations entre coefficients et racines.

a 3 1
20 n~—,ota=1 : b) up= (D" 40
)a) u ~,ota=Inz ; ) up = (—1) o + 3



21) Preuve de type Cesaro.
On traite d’abord le cas ap+1 — an = 0 (bpt1 — by).
On a alors Vn > p, |ap+1 — an| < e(bpt1 — by), donc par télescopage, Vn € N, |a,| < K + b, ou K constante.

Donc |a,| < 2eb, pour n assez grand, donc a, = o (by,).

Cas général : On pose an = Lbn + 5” On a 5n+1 - 6n =0 (bn-i-l - bn): donc 5n =0 (bn) et Zj — L.

22) a) La suite (f,(7))nen est croissante et Yn > 2, f,(r) < (1 +7") fr_1(7).

Pour r < 1, le produit infini [[(1 + 7™) converge. D’ou existence de F'(r).

b) fn(r) est un polynéme en r.

De plus, la suite des coefficients de f,(r) de degré p est croissante et stationnaire en n pour n > p.
Notons a,, la valeur stationnaire.

Montrons que Vr € [0, 1], F(r) = Y725 aprk.

On a directement ¥n > p, S°h_o apr® < f,,(r) < 3520 apr® (sous réserve que la série converge).

Donc Y 8_japr® < F(r) < 32725 apr®. Donce limy,_ 400 S h_, apr* existe (th de la limite monotone).

23) On pourrait prouver g de classe C” par récurrence via le prolongement C* (trés pénible).
Le plus élégant est d’utiliser g(z) = — fo 1) fo ) df, valable en x = 0.

On conclut en utilisant le th sur les mtegrales paramétrées.

24) a) X2 — 1 = (X — 1)(X + 1) [[}Zo(X? — 2cos (A7) X + 1).
b) [ In(1 —2rcost +r?) dt = limy 4o — ZZ;& In(1 — 27 cos (%ﬁ) + 72) sommes de Riemann.
n

¢)Pour r > 1, In(r** —1) —In(r?* = 1) ~ In (r** — 1) ~ 2nlnr.

25) Les coefficients de @, sont les P®*)(a)/k!. Or, pour tout 0 < k < n, P*)(a)/k! — 1 lorsque a — 4o0.
26) On a X,,11 = AX,,, avec X,, = < Z” > et A= ( 1 _; > diagonalisable.

» _
Donc u,, et v, sont en O(A\"), ou A plus grande valeur propre en module de A, et R > ﬁ

Avec f(z) = 3 0 upa™ et g(z) = 3120 vpa”, { ;(g)) ::;]:5;((;)__;5;8) , ot on déduit f(z) et g(x).
27) S’il existe au moins une solution M de trace non nulle, la matrice A est symétrique.

Posons M = S + T, avec S symétrique et T' antisymétrique. Alors M vérifie () ssi S = %(tr S) A

Donc A(O,,) = {S+ T, avec S symétrique de trace nulle et T" antisymétrique }.

Si A e S,(R) de trace 2, A(A) ={A+T,T € A,(R)}, avec T antisymétrique (donc de trace nulle).

Dans les autres cas, A(A) ={0,}.

28) Pour |z| < 1, ]z\ ) < |2|", donc S 2(") converge absolument et R > 1.

Pour |z| > 1, lim, o0 |2|™) = 400, donc R < 1. Dot R = 1.



