Oraux blancs. Série 1. Indications :

1) On a P(1) = P’(1) = 0. Supposons par I’absurde P(X) = aX? 4+ bX9, avec p < q.

Alors { ¢ tbo=1 , d’ott a = b =0, ce qui contredit P non nul.
pa+qgb=1

Remarque : Plus généralement, via le systéme de Van der Monde donné par P(1) = ... = P~ D(1) =0, si (X —1)"

divise P", alors P admet au moins (n + 1) coefficients non nuls.

2) On raisonne par l'absurde.

Posons E,, = (X;, = 1). On a donc pour tout n € N, P(AN E,) =0 ou 1.

Donc pour tout n € N, (AN E, =0 ou E,, C A).

Remarque : La notation AN E,, = () est valide a condition de négliger les événéments négligeables.
En toute rigueur, il s’agit de P(AN E,) = 0, c’est-a-dire A N E,, négligeable.

Posons J ={n € N|ACE,}. OnaVn ¢ J, E, C A.

Si J est infini, on a par continuité décroissante : P(Nyg Ey) = limg_ oo (1 —p)F =0

Comme A C Ny, E,, P(A) = 0.

Si J est fini, alors N\J est fini, et P(UpesFEy,) =1 — limg_ (1 — p)F = 1.

Comme Upe E, C A, alors P(A) = 1.

D’ou une contradiction avec 0 < P(A4) < 1.

3) L’idée est de considérer N = > | 1y4,, on A4; : le i-iéme couple survit.

En effet, on ne cherche que espérance de N et non sa loi. Donc E(N) =n)_" ; P(4;).

("% _@n-n@n—r-1)
(*) 2n(2n — 1) '

r

La probabilité qu’un couple fixé survive est

Remarque : On peut aussi trouver cette probabilité sans passer par la combinatoire des parties :

En effet, en notant (z,y) ce couple et A I'ensemble des personnes décédées, on a :

Plad¢ A yd A =Plad APy¢ AladA)= G Crr-l)

2n (2n—1)

_ ,, (2n—r)(2n—r-1) (2n—r)(2n—r—1) )

On en conclut que E(N) 5 (2n—T) 52n—T)

4) A est inversible donc 0 n’est pas valeur propre de A.

Premiére solution : La polynome scindé a racines simples P(X) = [[\cgp(4)(X — A) annule A.

On a P(M) = <£‘%), donc MP(M) = 0. Ainsi, X P(X) scindé a racines simples annule M.



Autre solution :
L . X )
On vérifie que si X est vecteur propre de A, alors le vecteur Z = o est aussi vecteur propre de A.
Comme X —— Z est un isomorphisme, on en déduit une famille de vecteurs de M forment une base des vecteurs
*
<O>’ c’est-a-dire une base de Vect(Ej..., E,).

Par ailleurs, on vérifie que Ker(M) est un suppélmentaire de F' de dimension (n — r).

—A-1BY

Y

En effet, on résout M <§f) = 0, et on obtient les solutions <

), avec Y arbitraire.

Ainsi, on a F ® Ey = C", donc M est diagonalisable.

5) On peut tout d’abord noter que des solutions naturelles sont les matrices de rotation d’angle 5~ modulo 2%

Se placer dans Ms(C) :

1 0

1 11 g A0 1 —
EndedulrequeM—2<i 1><0 N)(‘i 1 ),

im/2

M commute avec ( ), donc les sev propres de R sont stables par M.

avec A" = e'™/2 et nécessairement p = \ (car A n’est pas réel et que M € Ms(R)).

1 0
Ona(a —b>:p<0089 —Sln9>,avecp>0. Doncpzletn@z%[?#].

Variante : M commute avec < >, donc (par calcul) est de la forme < Z _ab )

b a sinf@ cosf

6) On peut se limiter a ’étude de ¢ : M —— tr(AM)B.

S’il y a un vecteur propre de valeur propre A non nulle, ce vecteur est colinéaire a B.

Donc A = tr(AB).

Il y a par ailleurs 0 comme valeur propre d’espace propre Ker¢p = {M | tr(AM) = 0}, qui est un hyperplan de
M, (R).

Pour conclure, on distingue les cas A = 0 (cas non diagonalisable) et A # 0 (cas diagonalisable).

7) a) Par le th du transfert, Q,(z) = Yo P(£)(})2*(1 — z)"*.

b) Ona Gz, ,(t) = (1 — z + xt)", donc G(Zd) (1) polynéme en x de degreé d.

n,r

On a aussi G (1) = S0 Ra(k) (1) 2" (1 — 2)"F, on Ra(k) = k(k — 1)...(k — d+ 1).

n,x

Autrement dit, G (1) = E(Znu(Zng — 1)e-(Znw — d + 1)) = E(Rg(Zn.2)-

n,T

Donc E(Z{ ) est combinaison linéaire (indépendante de z) des G(Zk) (1), avec k < d.

n,x



Donc @,, € Vect(Ry, Ry, ..., Rq).

Zﬁx . Zﬁm
¢) On a Ve > 0, limnHJrooE( : > =z et hmnﬂ+ooV< d > =0.
n n

L’application @ est lispchitzienne de rapport M = supjg |Q’'| sur [0,1].

Alors |E <Q <Z7’;I> —Q(:L‘))‘ < M. E< ZZ’”” —x> <M,V <ZZ¢>

8) La meilleure solution est de considérer X comme une variable de comptage :
Ona X =5, licaun, donc par linéarité, E(X) =", P(i € AUB).

Or, P(i € AUB) = P(i € A) + P(i € B) — P(i € AN B).

2n—1

N =

1
Ona P(ie A) = o :§,etdemémeP(i€B):
1
Par indépendance de A et B,ona P(i€ ANB)=P(ic A)P(i€ B) = 1

Donc E(X) = z n.

Autre solution : Pour C' C [1,n], on calcule le nombre m¢ de couples (A, B) tel que AUB = C.
Oname =>4 ccard{B|BC A} =3, 2% = Za:rgc (Carlfc)2k = (1 4 2)cardC — geardC

n.

On aalors B(X) =4""Y m¢ x cardC = 47" Y} (})k3F =

e~ w

9) Remarque : Notons A ={z € C|3In € N*, 2" =1}.
Ainsi, A = {J,, e+ Un.

Noter que ¢ € A ssi 6 € 27Q.

a) Si A € E, alors Sp(A) C A CU. Donc E C F.

b) Il s’agit d’une preuve de la densité de Q dans R (on approche « par un multiple de %) Pour la preuve, il suffit

d’encadrer |na] .

Soit A € F. 1l s’agit de prouver que A est limite d’une suite d’éléments de F.
A= PBP7! avec B = < ())\ Z >, avec [\ = |pu| =1
Posons A\ = exp(27mia) et p = exp(27if3).
[na] [nB)
n

On considére A\, = exp(2miay,) et p,, = exp(27if,,), avec oy, = —— et 3, = —.
n

On a (A,)" =1 et lim, 400 A, n = exp(icr) = A. De méme pour (g, )nen-



On considére B, = ( A ) )
0 fpin

Pour A, et p,, distincts, B), est semblable a Diag(A,, p,,), donc (B,,)" = Iy et By, € E.

On a alors lim,_, 4o PB,P~! = PBP~! = A, donc A adhérent a E.

Mais le probléme est que A, et u,, ne sont pas nécessairement distincts.
Pour a # (3, ils le sont pour n assez grand. Donc OK.

1
Pour a = §3, il suffit de prendre 3,, = o, + —.
n

¢) On admet ici que les racines A et u sont des fonctions continues des coefficients de A.
Donc F est fermé (stable par passage a la limite).

Or, E C F,donc E C F, c’est-a-dire E C F. Mais par b), F C E. Donc F = E.

10) OnaA:<Z ¢ )

—a

Les matrices nilpotentes sur Ms(R) sont les matrices de la forme < @ 7 >, avec a? + By = 0, c’est-a-dire les

6 —«

matrices dont la trace et le déterminant sont nuls.

Premier cas : b non nul.

On considere donc Ny = ( Z ja >, avec ¥ = —a®/b et N = ( Z b__aﬂy ) :

Deuziéme cas : ¢ non nul : preuve analogue (il suffit d’inverser la base pour se ramener au cas précédent).

1 _
Troisiéme cas : b=c = 0. Onconsidére(a 0 >:<<a a>—|—< “ ))
0 —a 2 a —a —a —a

11) ¢ 4(P) = R ssi A divise XP — R et deg R < n.

On peut vérifier que ¢4 est linéaire (et & valeurs dans R,,_;[X]).

On procede par analyse-synthése.

Soit A une valeur propre. Alors il existe P non nul tel que ¢ 4(P) = AP, c’est-a-dire A divise XP — AP = (X — \)P.
Réciproquement, si A = aJ[p_; (X — Ag), alors Pj = [, ;(X — A) est vecteur propre de ¢4, car ¢ (X Pj) = A; P;.
Comme les \; sont distincts, on obtient bien une base de vecteurs propres de ¢ 4.

Autre méthode : On suppose A unitaire, et on pose A = X" + ZZ;& ap X,

On a pour tout k € [0,n — 2], p4(X*) = X et p (X" )= X" - A= — Z;é ap X"

La matrice de ¢4 dans la base canonique est la matrice compagnon :



0 —ag
1 0 —aq
1
0 —ap—2
1 —apa

La polynome caractéristique est donc X" + '~ akX c’est-a-dire A.

On en déduit que Sp(¢4) = Sp(A), et on peut noter que ¢4 est donc diagonalisable.

1 1 1 - N
12) a)gzzzéme(wky):gzzzé jezwk(J )P(Y:J):gzjez(P( _])Zk Ow )

Or, Zk twkU=") = n si j =7 [d], et 0 sinon. On obtient donc > j=rig P(Y = j), c’est-a-dire P(Y =r [d]).

14wk + .. Wk
d

b) Pour 0 < k < d, lim,, 4 o0 E(w*) = lim,, 4 oo < ) =1si k=0 et 0 sinon.
Donc lim,, 4o Zz;é BEWwh) =1.

13) On vérifie par Taylor-Lagrange qu’il existe M € RT tel que Vt € [0,1], |sh (¢) — t| < Mt2.

1
Donc i, - £, 7| < KT, 5 =0 (1)),
1 3n dt .
Par comparaison avec une intégrale, on montre que Zk —n 3 fn 5= In 3. Donc lim;,,— 100 4, = In 3.

14) a) Convergence normale sur R. Donc f est définie et continue sur R.

X

b) On a f)(x) = m

La série > fI converge normalement sur [a, +oo] et | — 0o, —al, ot a > 0.
Donc f est de classe C! sur R*.

T x dt du
D’autre part, pour x > 0, > +oo oo —zlnx.

Ln(1 4 n222?) ~h t(1 + t222) T u(l4u?) -
Donc lim,, , 1 f'(z) = 0, et par le th du prolongement C*!, f est de classe C! sur R.

k
15) a) Théoréme de la bijection appliquée & fr(z) = > ), %

b) On a fpit1(xn) = fu(zn) =1 = fuy1(xny1), done 41 < . donc il existe L = limy, 4o T
On a lim, 1o fn(z) = —In(1 =) = f(x). Ona f(\) =1 pour A\=1—e"!

Onal=f(\)> fu(N), donc A < x,.

Pour € > 0, on a lim,, 100 fn(A+¢) = f(A+¢) > 1, donc fr(A+¢€) > 1 pour n assez grand.

Donc z, < A+ ¢ pour n assez grand. On en déduit lim,, 1 z, = A.



