Oraux blancs. Série 0. Indications/Corrigé
Centrale PC-PSI

1) L’image d’ne matrice est I'ev engendré par les vecteurs colonnes. D’ou :

A C A C
- - < - -
OnaImMCIm<B>—|—Im<D>,d0ncrgMrg<B>—|—rg<D>.

On a aussi rg (g) =1g (( AT ‘ BT )) <rg AT + 1¢g BT =rg A +rg B. De méme pour rg (g)

Autre preuve : Pour deux matrices Mj, on a : rg(35_; My) < 30 rg(M;).

En effet, Tm(3°7_; M;) C 37 Tm M, donc rg(3_7_) M;) < dim(3°5_; Tm Mj) < 378, rg(M;).
Ici,on a M = A0 + 01C + 9419 + 010

’ L0 |0 0|0 B | O (0] ’
Et on conclut en utilisant rg < g g ) =rg A.

2) a) X3 + X2+ X annule f, donc 0 est la seule valeur propre réelle éventuelle.

Si f était diagonalisable, alors f = 0 et X serait polynéme annulateur.

f est diagonalisable sur C et Sp(f) C {0, 7,5°}.

On a dim E; =dim Ep <1, et rg f = dim Fj + dim F;2. Comme f non nulle, alors rg f = 2.

Autre preuve pour prouver rg f =2 : on a 1 < dimKer f <2 car 0 € Sp(f) et f non nulle.
Si on avait dim Ker f = 2, alors le polynéme caractéristique de f serait de la forme X2(X — ), et donc A = 0
car Sp(f) = {0} sur R, donc f nilpotente de rang 1, donc Im f C Ker f et f2 = 0, ce qui contredit le fait que f

n’admet pas de polynéme annulateur de degré < 3.

b) On a (f2+ f+1d)o f =0, donc Im f C Ker(f? + f + 1Id).

Par a), dimKer f = 1 et donc dim Ker(f2 + f 4 1d) > 2.

Or, on a Ker(f) @ Ker(f2 + f+1d) : si f(x) =0, alors (f2 + f +1d)(z) = =.
On en déduit R? = Ker(f) @ Ker(f2 + f +1d).

¢) Soit z € Ker(f2 + f +1d) non nul. Sinon, f(x) = Az, avec A2+ A +1 =0 : absurde.

d) On conclut en prenant une base (y, x, f(x)) ou Ry base de Ker f.

3) a) X¥ — 1 est scindé a racines simples, donc M est diagonalisable sur C, et Sp(M) C Uy.
On note A et pu les racines de ;. On a A et u € Uy, donc [tr M| = |A+ p| < 2.

b) On a det M = Au, donc |det M| = 1. Comme M € Ms(Z), alors tr M et det M € Z.

De plus, si |tr M| = 2, alors A = p, donc M = A, avec A € {—1,1}, et d =1 ou 2.

On suppose désormais |tr M| < 2.

Si det M = —1, alors A et u sont réels, donc {\, u} ={—1,1}, et « =0, d = 2.

Sinon, det M = 1. On a alors x,,(2) = 22 —az + 1, avec a = tr M € {—1,0,1}.



On obtient alors Sp(M) = {i, —i}, {€¥7/3,e=2%7/3} ou {e/3,e="/3} donc d € {4,3,6}.

Les valeurs 4, 3,6 sont atteintes respectivement par les matrices compagnons

0 -1 0 -1 0 -1
(Fa ) ()= ()
Donc I’ensemble des valeurs possibles de d est {1,2,3,4,6}.
4) Posons P(X) = >"}_,arX". Ona ‘P(em)}2 = P(¢?)P(eif) = > ko |lag)? + >z kg exp(i(k — 7))0.
Donc f027r ’P(ei‘g)|2 do =2m 37 larl? .
Onaap=1 Onaaussiy ,_,a;=—1,doncnd ;_, lag|* > Oory |ay|)?, donc Py lag|? > %

1 - 1 .
Donc o f027r |P(6Z6)}2 df > 1+ —, d’ott on déduit (par 'absurde) que supge 2z }P(e’e)‘z >1+—.
™ n ’ n

5) On montre par récurrence que 0 < u,, <n+ng. On a donc u, = O(n).

D’oit up+1 = O(y/n), c’est-a-dire u,, = O(y/n).

Dot v/n < uptq < \/m, d’out uy, ~ \/n.

On a alors /n+ v + 0 (y/n) < upi1 < v/n+/n+o(y/n), doit on déduit u,1 = /n + % +o(1).
Comme /n — 1= /n+ 0(1), alors lim,_ oo (up — /1) =

1
5

6) a) On a ] Jhenp(t) dt‘ < M [l dt = ott M = supepo.q | P(1)].

M
+1’

1
- On vérifie d’abord que les termes existent, ce qui résulte de fol t"P(t) dt = O <) .
n

- La plupart des propriétés des normes sont immédiatement vérifiées. On s’intéresse ici aux points délicats :

- Définie positivité : Si Vn € N, fol t"P(t) dt = 0, alors fo 2 dt =0, donc P = 0.

Remarque : En effet, P est orthogonal aux " pour (f, g) fo ) dt, donc a lui-méme par linéarité.

- Inégalité triangulaire pour M : On sait que \/ 2olan +6,)2 < \/Zn 0 a2 + \/Z:Lro% b2

pour toutes suites (an)nen et (bn)nen de carrés sommables : en effet, il s’agit de I'inégalité trianguliare pour la

norme euclidienne associée au produit scalaire {(a, b) = :{O% anbn,.

1 1 ’
b) On a [lX"| = L, N(X") = supren sy = g o MX") = ﬁ (i)

Par comparaison avec une intégrale, on a M (X") ~ \/g . Donc les normes sont 2 & 2 non équivalentes.
X-PSI

1) On considére Y = 37| X,v;, avec X; v.a. de Rademacher indépendantes. On a E(||Y||?) =

2) Premiére preuve : 3, .y () (’;) (z) = 4",

Seconde preuve : Pour tout x € E, on associe 0,1, 2, 3 selon 'appartenance de x & A, B\ A, C'\ Bet E\ C.

3) Premiére méthode : On commence par considérer n couples au lieu de n paires :



1
ilya (27?) x n! couples (z;, yi)1<i<n formant une partition, donc N = (27?) xnl X — =

Seconde méthode : Le nombre de n-uplets de paires formant une partition est : (22”) (2”2_2)(3)

N\ (2n— 1 (2n)!
Donc N = (%) (%) (2) x & = 2

4) a) On construit une décomposition en choisissant n; et on est alors ramené a une décomposition de n —nj. On
apour n>1, ap =Y p_y ay_p, donc ¥n > 2, ap = 2an_1.

Or, ag =1 et a; = 1. Donc a,, = 2" L.

Preuve directe : On associe a la décomposition n = nj + ... + n, Uensemble {ni,n1 + ng,...,n1 +ng + ... + ny_1}.

On obtient ainsi une bijection de I’ensemble des décompositions sur ’ensemble des parties de [1,n — 1].

b) On reprend la méme méthode qu’au a).
On associe a la décomposition n = nj + ... + n, I'ensemble {n1,n1 + na,...,n1 +n2 + ... + ny_1}.
On obtient ainsi une bijection sur I’ensemble des parties de [1,n — 1] de cardinal r — 1.

Donc b,, = (:f:ll)

1 A N
5) a) P(SQp = O) = 5(2;)) ~ % On alN = Z;:l 1S2p:0.
A

Ona N> 3" _| P(Sy =0), donc E(N) = +o0, car Z;;Xl’ 7 = +o00.

b) Posons 7' = min{k € N* | S, =0} € N* U {400}.

L’idée est qu’une fois le premier retour a 'origine effectué, on est ramené a chercher s’il y a & nouveau un retour.
On utilise donc :

OnaP(N >2)=Y"NP3k>jS%=0T=35) =3 "5P3k>j S =0|T=jP(T =j).

Or, PAk > j, Sy =0 | T =j} = PAk > j, i1 Xi =0 | T =j) = PGk > j, Y1 X; = 0), car
T = f(X1,...,X;) indépendant de (X;11,..., Xj).

Donc P(Ik > j, Sy =0| T =j) =Pk >4, Y, 1 X;=0)=P3Fk >0, Y, X; =0)=P(N > 1).

Donc P(N >2) =Y 1% P(N > 1)P(T = j) = P(N > 1),

¢) P(N > k) = P(N >1)*. Si on avait P(N > 1) < 1, alors E(N) = 3% P(N > k) convergerait.

Donc P(N > 1) =1, donc P(N > k) = 1, et par continuité décroissante, P(N = +o00) = 1.

In10

— > 1.
In2

6) On a 10”7 < 2% < 2,107 ssi pa < k < 1+ pa, ot a = log 10 =
Il existe un unique entier & tel que pa < k < 1+ pa).
Donc 2¥ commence par un chiffre 1 ssi il existe un entier p tel que k = [pa] .

Donc P(A,) = %card{p € N* | [pa] < n}.

1 —1
Comme (1 +pa < n) = ([pa] <n)= (pa <n), alors - {na J < P(Ap) <

SR

D’ou par pincement lim,, . P(A,) =

=



7) a) |f(t) exp(itz)| < |f(t)], donc F est bien définie, et |F(x)| < [p|f(t)| dt.

b
b) On a Vz > 0, F(t f f(t) exp(itz) dt = [fz(:? exp(itx)] — f; fz:(zj) exp(itz) dt.
K_ a
Done [F(x)| < o K = [f(@)] + [£(8)] + [ 1£/(0)] dt.
¢) L’idée est d’écrire F(z) = [~ f(t)exp(itz) dt + [*f(t) exp(itz) dt + f:roo f(t)exp(itz) dt.

Pour r fixé, par la méme preuve qu’au b), on a limg;_, 4 f; f(t) exp(itz) dt = 0.

t) exp(ita) dt + [F°° £(t) exp(itx) dt‘ < fj £ dt+ [T F1)] dt.

Comme f est intégrable, il existe 7 > 0 tel que f (t)| dt+ f+°° ()| dt <e.

Remarque : 11 est essentiel ici d’obtenir un r indépendant de x de sorte que :

vV,

t)exp(itz) dt + [ f(t) exp(itz) dt‘ <e.
Or, par b), pour x assez grand, )f; f(t) exp(itz) dt’ < e. Donc |F(x)| < 2e pour x assez grand.

i1 (2
8) a) Supposons E D)E€Bn . Uinymia) 1 L g = 0.
< 1. A i1 td—1 __
En considérant comme un polynéme en x4, on a Vm < n, » (i1s00iid) € B a1 Citysia) U1 - Tg_1 = 0.

Par récurrence, on obtient o, ;) = 0 pour tout (iy, ..., iq). Donc V,, 4 forme une famille libre.

Autre preuve (plus simple) pour prouver l'indépendance linéaire :

13 .
En appliquant m Z(ih--.,id)eEn,d (61,00 )5(}1 -y, on obtient ay;, iyirl.ig!, dot agj,
d

i1yeda) = O-

OnacardV, 4 = (”;‘f;l). Une preuve consiste a considérer (i1, ...,iq) — (i1+1,i1 +i2+2, ..., i1 +...+ig_1+d—1)

qui réalise une bijection de V;, 4 sur 'ensemble des (d — 1)-parties de [1,n + d — 1].

b) Montrons que A(V;, q) = V,—2 4. On vérifie aisément que A(V,, 4) C V;,—24

On montre par récurrence (pour l'ordre lexicographique) que Y(ji, ..., ja) € En—24, © 2! 1. J;ﬁf € AVpa)-
On a A(z!..2%) = Z?:l i;(i5 — 1)x§1...azéj_2...:vild.

Supposons que les (ji, ..., ja) € En—_24 tels que (1, ..., Ja) < (il, ey Bg — 1), scl g€ AV a).

Alors, si iq > 2, on obtient par hyp de rec forte que x J:d 2 ¢ E,_24.

On conclut ensuite en utilisant aussi une récurrence sur d (on peut supposer que A(V,, 4-1) = Vi—2,4-1)-
Oraux X-MP

1) a) Montrons qu'il suffit de modifier un coefficient pour obtenir une matrice inversible.

Il existe ¢ tel que le cofacteur Cj; soit non nul (puisque det M = > | a;1Ci1 est non nul).
On considere f :t —— det(M + tE;;) = det(M; +t E;, My, Ma, ..., My) = det M +t Cjy.
Il existe donc ¢ tel que f(t) = 0, c’est-a-dire M’ = M + tE;; inversible.

Donc en modifiant le seul coefficient d’indice (7, 1), on obtient une matrice M’ inversible.

b) Posons r = rg M < n. Montrons que le nombre minimum de coefficients & modifier vaut n — r.



Onarg(M+ N)<rgM +rgN, donc si M + N inversible, alors rg N >n —r

Or, en changeant p coefficients & M, on ajoute & M une matrice N de rang < p. Donc p >n —r.

Réciproquement, par le théoréme de la base incompleéte, il existe (A;);cs une base de Im J de cardinal r et une
famille (E}) cr de cardinal n — r telle que (M;),cs U (E;)icr base de K™.
Quitte a réordonner, supposons Im M = Vect(My, ..., M,) et I = {ir41,...,0n}-

On considere alors M' = (M, ..., M., M1 + E; M, + E;,).

P10 0

Les colonnes M, 41, ... , M, sont combinaisons linéaires de M, ..., M.

D’ou Vect(M') = Vect(M7, ..., M},) = Vect(Mj, ..., M,) + Vect(E;,, ,, ..., E;,,) = K", donc M’ inversible.

2) On a u, = O+oo Slln(l/) dz, en utilisant sur ]0, 00| le changement de variable t = z'/™ avec dt = —z'/"~1,
1 1-
Par TPP, on obtient u, = <1 = n) o m dz.
1—
On applique le th de convergence dominée & la suite ( f0+°° frn dz)p>2, o fr(z) = %S/'SB)
x
On a en particulier domination :
1—coszx
Vn > 2, Vo €]0, 40|, |fn(z)] < p(z) = . , et © intégrable sur |0, +oo.
T sixz>1
. 4o 1 — cos(x) +oo Sin(x) , T
Par convergence dominée, limy, o un = |, ———5—— dz = |,/ —— dz, qui vaut .
x? x 2
3) Il y a au moins n entiers k € [[n 3n] tels que f(k) > n.
k 2 k
On a alors Y27 fli?) > (37;)2 9 Donc Y7 f?’(L) = 00 (sinon, on aurait lim, o Yo" flE:Q) =0).

4) a) Si P(X) € E, alors P(—X) € E, donca € A= (—a) € A.

Si P(X) € E, alors P(+)X" € E,donca€ A\ {0} = 1 € A Et 0 € A, car X € E.
b) Supposons a racine de P(X) = >_1_,up X, avec u,, € {-1,1}.

On a |a|" < 2720 |al¥, donc |a| < 2, car 2% > S0ZL 2k,

c) Par a) et b), A C] — 2, —3[U{0}U]3,2].

n . 1
5) a) On a K, (z) = > bk, ot by = 27,6(2:)
0 |2 n 1 i(k—j 1 ™ 0y (2 n
Donc [ K (e)]” = S5 g brl* + 2 X< j cpan Re(bibre’*=9)%). Done o JE N Ka(e)| db = o |k =
b) Posons A, = >"}_,aj. Ainsi (A,)nen est le rpoduti de Cauchy de (an)nen et de (1)nen.
Mais on a aussi K,(z)? = T—5 +0(2"), donc F,(2) = Kn(2)2f(2) = > g Anz™ + 0 (27).
—z

On a donc pour tout |z| < 1, F(z) =

Ainsi, F,,(z) et F(z) sont deux séries entieres ayant les mémes coefficients d’indices < nl

= ! 1
n By 027r Fn(’f‘ew) —ind qp pour tout 0 < 7 < 1, donc |A | < 27r ’K ret )‘2 do.
mr

En faisant tendre r vers 17, on obtient bien |A,| < By fo27r | Kn(e) } d0 = gn.
T

Donc A

1 1
6) a) Par Taylor-Lagrange, [f(t +1) — f(t) — f'(t)] < 5 sup | f”], donc [ f'(t)] < Zsup [f] + 5 sup[f”].



b) Ona [} f/(6)? dt = [F(OS (O — [ FOF"(1) dt. Ona |[7F(0)7(1) db| < \/(Jy F(0)% db) (Jy £7(0)? ).
Pour conclure, il suffit de prouver qu’il existe deux suites (ap)nen €t (bn)nen telles que limy, o0 anp = +00,
limy,—, 400 by = —00 et limy— oo [f (1) /()] = 0.

On a f(t)f(t) = 3(f(¢)?). 1l suffit donc de prouver la propriété suivante :

Si g est intégrable et C1, il existe une suite (ay,)nen telle que lim, o0 @y = +00 et lim, o0 ¢'(an) = 0.

Sinon, il existerait £ > 0 tel que |¢'(t)| > & pour ¢ assez grand. Donc (via le TVI), on aurait lim; ., g = 400, ce

qui contredit g intégrable.

Remarque : On n’a pas nécessairement lim, o ff = 0.
_l’_



