
Oraux blancs. Série 0

Centrale PC-PSI 2024

1) Soient A;B;C;D 2Mn(C). Montrer que rg
�
A C

B D

�
� rg(A) + rg(B) + rg(C) + rg(D):

2) Soit f 2 L(R3) tel que f3 + f2 + f = 0. On suppose qu�il n�existe pas de polynôme annulateur non nul de f
de degré inférieur ou égal à 2:

a) L�endomorphisme f est-il diagonalisable ? Montrer que rg f = 2:

b) Montrer que Im f � Ker(f2 + f + Id). En déduire R3 = Ker(f)�Ker(f2 + f + Id):

c) Soit x 2 Ker(f2 + f + Id) non nul. Montrer que (x; f(x)) est libre.

d) Construire une base B de R3 telle que MatB f =

0@ 0 0 0
0 0 �1
0 1 �1

1A :
3) Soit M 2M2(Z) une matrice à coe¢ cients dans Z On suppose qu�il existe k 2 N� tel que Mk = I2:

On note d = minfk 2 N� jMk = I2g.

a) Montrer que M est diagonalisable sur C et que jtrM j � 2:

b) Donner les valeurs possibles de d.

4) Soit P un polynôme de degré n � 1, tel que P (0) = 1 et P (1) = 0:

Montrer que supjzj=1 jP (z)j �
r
1 +

1

n
: Indication : Considérer

R 2�
0

��P (ei�)��2 d�:
5) On considère (un)n2N dé�nie par u0 � 0 et un+1 =

p
un + n:

Montrer que un �
p
n et que limn!+1(un �

p
n) =

1

2
:

6) On pose sur R[X], kPk = supt2[0;1] jP (t)j, N(P ) = supn2N
���R 10 tnP (t) dt��� et M(P ) =

rP+1
n=0

�R 1
0 t

nP (t) dt
�2
:

a) Montrer qu�il s�agit bien de normes sur R[X].

b) Ces normes sont-elles équivalentes ?

Oraux X-PSI 2024

1) Soient v1; :::; vn des vecteurs unitaires d�un espace euclidien.

Montrer qu�il existe ("1; :::; "n) 2 f�1; 1gn tel que k
Pn
i=1 "ivik �

p
n:

2) Soit E un ensemble �ni de cardinal n.

Déterminer le nombre de triplets (A;B;C) de parties de E tels que A � B � C.

3) Déterminer le nombre N de façons d�apparier les entiers de 1 à 2n en un ensemble de n paires.

4) Soit n 2 N�:

a) Déterminer le nombre an de décompositions n = n1 + :::+ nr, où r � 1 arbitraire et n1; :::; nr 2 N�:

b) On �xe r � 1: Déterminer le nombre bn de décompositions n = n1 + :::+ nr, où n1; :::; nr 2 N�:

5) Soit (Xn)n�1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur f�1; 1g.

On note Sn =
Pn
k=1Xk, et on note N(!) = cardfn 2 N� j Sn(!) = 0g 2 N [ f+1g.



a) Montrer que E(N) = +1.

b) Exprimer P (N � 2) en fonction de P (N � 1).

Suggestion : Considérer P (9 k > j, Sk = 0 j T = j), où T = minfk 2 N� j Sk = 0g 2 N� [ f+1g.

c) Montrer que P (N = +1) = 1:

6) Soit Xn de loi uniforme sur [[1; n]]. On note An l�événement : 2Xn admet 1 pour premier chi¤re.

Déterminer limn!+1 P (An).

7) Soit f : R! R intégrable et de classe C1. On pose 8x 2 R, F (x) =
R
R f(t) exp(itx) dt:

a) Montrer que F est dé�nie.

b) On suppose f nulle en dehors d�un segment [a; b]. Montrer que F tend vers 0 en +1.

c) Dans le cas général, montrer que F tend vers 0 en +1.

8) On pose En;d = f(i1; :::; id) 2 Nd j i1 + :::+ id = ng.

On pose Vn;d l�ensemble des fonctions f : Rd ! R dé�nies par f(x1; :::; xd) = xi11 :::xidd , où (i1; :::; id) 2 En;d:

a) Montrer que Vn;d forme une famille libre et montrer que cardVn;d =
�
n+d�1
d�1

�
.

b) Pour f 2 Vect(Vn;d), on note �(f) =
@2f

@x21
+ :::+

@2f

@x2d
. Déterminer Ker�:

Oraux X-MP 2024

1) Soit M 2Mn(R).

a) Soit M inversible.

Combien de coe¢ cients de M faut-il modi�er au minimum pour rendre la matrice non inversible ?

b) Soit M non inversible, de rang r < n.

Combien de coe¢ cients de M faut-il modi�er au minimum pour rendre la matrice inversible ?

2) Déterminer limn!+1 un, où un = n
R +1
0 sin(tn) dt:

3) Soit f : N� ! N� injective. Déterminer la nature (convergente ou divergente) de
P
n�1

f(n)

n2
:

4) On note E l�ensemble des polynômes non nuls à coe¢ cients dans f�1; 0; 1g et A l�ensemble des racines des

polynômes de E.

a) Soit a 2 A. Montrer que �a 2 A et que si a n�est pas nul, on a a�1 2 A.

b) Montrer que pour tout a 2 A, on a jaj < 2:

c) (extrait) Montrer que A �
�
�2;�1

2

�
[ f0g [

�
1
2 ; 2
�
.

5) Soit n � 2. On pose gn =
Pn
k=0

1

24k
�
2k
k

�2
. Soit Kn 2 Rn[X] tel que

1p
1� x

= Kn(x) + o (x
n).

a) Montrer que
1

2�

R 2�
0

��Kn(ei�)��2 d� = gn:
b) Soit

P
anz

n une série entière de rayon R � 1: et de somme f(z).

On suppose que pour tout jzj < 1, on a jf(z)j � 1. Montrer que 8n 2 N, j
Pn
k=0 akj � gn.

6) a) Soit f : R! R de classe C2 telles que f et f 00 sont bornées. Montrer que f 0 est bornée.

b) Soit f : R! R de classe C2 telles que f et f 00 sont de carrés sommables.

Montrer que f 0 est de carré sommable.


