
Exercices

1) Déterminer les rayons de convergence des séries entières
P
2�nz(n

2),
P
2(�1)

nn zn et
P
2dlnne zn:

2) Déterminer les fonctions continues f : [0; 1]! R telles que 8x 2 [0; 1], f(x) =
P+1
n=1 2

�nf
� x
2n

�
:

3) Déterminer un équivalent de an =
�P+1

k=n

1

k!

�1=n
:

4) Pour P et Q 2 Rn[X], on pose hP;Qi =
Pn
k=0(P (k) + P (0))(Q(k) +Q(0)):

Montrer que h ; i est un produit scalaire sur Rn[X] et déterminer une bon (Q0; :::; Qn):

5) Un centre d�appels cherche à contacter n personnes. Chaque personne a la probabilité p 2]0; 1[ de répondre.

On note X le nombre de personnes ayant répondu à la première vague d�appels. Le centre lance un nouvel appel

aux personnes n�ayant pas répondu la première fois. Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de personnes

ayant répondu la deuxième fois mais pas la première.

a) Donner la loi de X. Déterminer P (Y = k j X = i) pour (i; k) 2 f0; : : : ; ng2.

b) Soit Z = X + Y . Déterminer la loi de Z.

6) Soit � > 0.

Soit Kn =
Pn�1
k=0 Zk, où les Zk sont des v.a. indépendantes de Bernoulli, avec Zk de paramètre

�

k + �
:

a) Déterminer P (Kn = 1).

b) Soit Gn la fonction génératrice de Kn. Montrer que Gn(x) =
Ln(�x)

Ln(�)
, où Ln(x) =

Qn�1
k=0(x+ k):

c) Calculer E(Kn) et V (Kn). Donner des équivalents de E(Kn) et V (Kn) quand n tend vers +1.

d) Étudier alors le comportement de la suite
�
Kn
lnn

�
en +1.

7) (Centrale) On considère In(x) =
R �=2
0 tx (cos t)n dt:

a) Donner une CNS pour que In(x) soit bien dé�nie.

b) ( Python) Écrire une fonction Python qui calcule In(x).

Représenter la courbe des (lnn; ln In(x))0�n�100 pour x 2 f�1
2 ; 0;

1
2g.

Peut-on conjecturer In(x) � C n� lorsque n tend vers +1, où C et � dépendent de x.

c) Déterminer, pour t 2
i
0;
�

2

i
, limn!+1 tx

�
cos

�
tp
n

��n
.

d) Montrer qu�il existe k > 0 tel que 8t 2
i
0;
�

2

i
, jcos t� 1j � kt2:

e) Montrer que In(x) � C n� en exprimant C en fonction de �(y) =
R +1
0 ty�1e�t dt:



7) bis) Montrer que I(x) =
R �=2
0 tx (cos t) dt est DSE en x = 0:

8) On considère N + 1 urnes. L�urne d�indice k contient k boules blanches et (N � k) boules rouges.

On choisit une urne selon la loi uniforme, puis on tire deux boules avec remise.

On suppose que la première boule tirée est blanche.

Calculer la probabilité p que la seconde boule soit aussi blanche.

Trouver la limite lorsque N tend vers +1.

9) Soit un entier n � 3. Une urne contient n boules numérotées de 1 à n.

a) On les tire une à une sans remise.

On note X le nombre de tirages e¤ectués pour obtenir les boules de numéros 1; 2; 3. Déterminer l�espérance de X.

b) Même question mais en procédant avec remise.

10) On répartit n objets dans (n� 1) boîtes. Déterminer la probabilité p qu�aucune boîte ne soit vide.

11) Un panier contient r pommes rouges et v pommes vertes. On mange les pommes une par une, en choisissant

une pomme au hasard à chaque étape. On s�arrête lorsqu�il ne reste que des pommes rouges dans le panier. Quelle

est la probabilité p qu�il reste n pommes rouges ?

12) a) Soit X une v.a. de Poisson de paramètre �. Calculer E
�

1

X + 1

�
:

b) Plus généralement, soit X v.a. entière, exprimer E
�

1

X + 1

�
en fonction de GX(t):

c) Montrer que GX est convexe sur [0; 1]:

(F) En déduire que1� 1
2
E(X) � E

�
1

X + 1

�
� 1� 2

3
E(X) +

1

6
E(X2):

13) a) Soit n 2 N�. Montrer qu�il existe p 2 N tel que n
p
2� p 2

�
�1
2
;
1

2

�
:

Montrer qu�il existe a et b strictement positifs tels que 8n 2 N�,
��np2� p�� � 1

an+ b
:

b) (F) Montrer qu�il existe a et b strictement positifs tels que 8n 2 N�,
��sin(n�p2)�� � 1

an+ b
:

c) Déterminer le rayon de convergence de
P
anx

n, où an =
1

sin(n�
p
2)
:

14) a) Justi�er l�existence de 8x 2 [0; 1[, f(x) =
P+1
n=0(�1)n x

p
n.

b) Montrer que 8x 2 [0; 1[, f(x) =
P
n pair

�
x
p
n � x

p
n+1

�
.

c) (F) Montrer que limx!1;x<1 f(x) = 1
2 lorsque x tend vers 1

�.

Indication : 'x : t 7�! x
p
2t � x

p
2t+1 décroît. Montrer et utiliser

R +1
0 'x =

1
2

R 1
0 x

p
u du! 1

2 quand x! 1:

Autre : Poser f(x) =
P
n impair

�
x
p
n � x

p
n+1

�
. Montrer que g(x) � f(x) � g(x) + (1� x).


