Probabilités

1) Lois de probabilité

Important : Dans de n tirages sans remise, I’espace probabilisé considéré peut-étre soit le n-uplet injectif des

tirages successifs, soit la partie de cardinal n des objets sélectionnés lors des tirages successifs.
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Ezxemple : La probabilité p de tirer 1 et 2 lors de n tirages sans remise dans [1, N] vaut (ELNi) = %;\L]
n

Ezemple : Soit X une v.a. entiére. Alors lim,_, o P(X =n) =0 et lim,— 4o P(X >n) =0.
Ezemple : Soit (Ap)nen+ une suite d’événements mutuellement indépendants, avec a, = P(A,) < 1.
Alors P(MpenAn) = [1725(1 — ay). Dot limy—, oo P(Upendy) = 1 ssi S22 P(A,) = +o0.
Exemple : Si X et Y ont méme loi, alors P(X <Y)=P(Y < X)=1P(X £Y).
Ezxemple : Soit (Bi, ..., B,) une partition d’'un ensemble E en n parties non vides.
Le nombre d’¢léments de la tribu engendrée par (B1, ..., By) est 2. Ce sont les U 1,1 B
< Ezo 1 : (%) Soit (Ay, ..., Ay,) une famille de m parties d’'un ensemble E.
Montrer qu’il existe une tribu de E de cardinal < 22" contenant tous les A;.
Indication : Considérer les 2™ parties définies par By = (,c; A;, ou I C [1,m].
< Ezo 2 : (%) Soit (A, )nen suite d’événements et B : il existe un rang a partir duquel 4,, est vrai ”

Montrer que B est un événément. Montrer que si Y. P(A,,) converge, alors P(B) = 1.

< Exo 3 : (%) On considere des tirages sans remise dans une urne contenant n boules blanches et m rouges.

On s’arréte une fois les boules blanches tirées. Déterminer la loi du nombre N de boules rouges restantes.

Indication : Considérer un tirage de toutes les boules. En déduire P(N > k) = (”+7:_k) /(.

n

X
< Exo 4 : Soit X et Y deux v.a. a valeurs dans R et i.i.d. Montrer que E <Y> > 1. Cas d’egalité ?

2) Fonctions caractéristiques 14 : Q — {0,1} ; 1anp = lalp , lg\a = 1o — 14.
Ezemple : |X| = (1)x>x + 1xj<a) |X], donc E(|X]) < AP(|X]| > A) + 0= AP(|X] > )), d’ott Markov.

Exemple : P(AyUAsU...UA,) =1 - B([T(1-14)) = 1= Y e (1) P(Nier ).

Remarque : Si ay, = P(MierA;) en dépend que de k = card I, alors on obtient Y, (—=1)*71(})ay.

Ezxemple culturel : Nombre d,, de dérangements (= permutation o sans point fixe)

On écrit que d,, =n! P(A1N...NA,), ot A; = P(o(i) =4). On a P(Nier4;) = (” k)' ,ou k = card .

Variables de comptage : Il s’agit des variables s’écrivant sous la forme | N = >"7" | 14

< Ezo 5 : On munit 'ensemble E des permutations de [1,n] de la loi uniforme.
Déterminer I'espérance et la variance du nombre N de points fixes de o € E.

Indication : On écrit N = 371" | Z;, ot Z; = 1o(j—;-
OnaE(Z) =3 V(Z)=21(1-1L)etpouris#j, Cov(Z;, Zj) = 5 — L= =2

n2 n(n—1) n2(n—1)"

Remarque : Ici, les variables Z; ne sont pas indépendantes. On ne peut calculer la loi de N simplement.

< Ezo 6 : Soient A et B parties aléatoires indépendantes de [1,n]. Calculer E(X), ou X = card(A U B).



Indication : X =" | Licaup, donc X = > 1 (lica + liep — Licaliep), donc E(X) = %n + %n — in = %n.
<« Ezxo 7 : Soit X1,..., X, des v.a. entiéres, de méme loi que X. Soit a € N.

On pose N = card{X; | X; > a}. Montrer que E(N) < nP(X > a).

Indication : Noter que N < Y | 1x,>q.

3) Valeurs aléatoires a valeurs entiéres

- Lorsque X est d’espérance finie, on a : E(X) = > 2 nP(X =n).
Alors A est d’espérance finie ssi ) P(X > n) converge, et on a E(X) =320 P(X > n).
Preuve par le th de Fubini. Variante : ZQ;O na, = ZnNz_Ol R,— N Ry.Et N Ry < Z,':SNH kay, — 0.

- Série génératrice Gx(z) = E(2X) = Y./ a,2", avec a,, = P(X = n), définie (et continue) pour |z| < 1.
Si X et Y sont indépendantes, Gx 1y (2) = Gx(2)Gy(z). Extension a n v.a. mutuellement indépendantes.

On a (sous réserve d’existence) E(X) = > na, = G’ (1) et V(X) = G% (1) + G (1) — G';(1)2.

Ezemple : Soit a > 0. Il existe une v.a. entiére X telle que V¢ € [0,1], Gx(t) = (2 — t)™“, car les coefficients du

DSE sont positifs de somme 1 (valeur en ¢ = 1).

On aen effet P(X > a+¢) <2a/e? car E(X)=Gx(1) =aet V(X)=a(a+1)+a—a? =2a.

< Ezo 8 : Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi sur {0, 1,2}.

On note S = X + Y. La loi de S peut-elle étre la loi uniforme sur {0,1,2,3,4} ?

Indication : Utiliser Gx (t)* = 1(1+t+ ... + t*) scindé a racines simples sur C.
Variante : On suppose X et Y indépendantes de lois différentes respectivement sur {0, 1,2} et {0,1,2,3}.

On note S = X + Y. La loi de S peut-elle étre la loi uniforme sur {0,1,2,3,4,5} ?

< Ezo 9 : Soit S, =37 Xj, avec X; v.a. entieres de méme loi que X. On suppose P(X = 0) et P(X =1) > 0.
a) Montrer que pour tout k € N*~| P(S,, = k) > 0 pour n assez grand.
Indication : Pour n > k, comparer P(S, = k) et P(X = 1)*P(X =0)"F

b) Justifier que pour tout variable aléatoire entiére Y, on a P(Y pair) = 3(Gy (1) + Gy (—1)).
Remarque : De méme, P(Y =0 [3]) = 1(Gy (1) + Gy (j) + Gy (52)).

¢) Cas particulier : Montrer que lim, o P(S, pair) = 1 si X suit une loi B(p), avec 0 < p < 1.

d) Dans le cas général, montrer que lim,,_, o P(S, pair) = 3.

4) Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev, loi faible des grands nombres
- Inégalité Bienaymé-Tchebychev : P(|X — pu| >¢) < V(X)/£2.

- Si (Xp)nen suite de v.a. i.i.d.de moment d’ordre 2 fini, on a Ve > 0, lim,_, ;oo P(‘%Sn — ,u’ >¢e)=0.

On dit que (X, )nen converge en probabilité vers la v.a. constante u, ou p = E(X,).

Ezxemple : Supposons X ~ P(A). Alors pour tous a < 1 < b, limy_,1 o, P(Aa < X\ < \b) = 1.
Donc pour toute fonction lipschiztienne f: RT — R, limy_, 4 E(f(3X))) = f(1).

< Exo 10 : Soit z € [0, 1]. Soit (X,,)nen+ une suite de variables de Bernoulli indépendantes de parametre x.

Pour n € N* | on pose S, = X7 + Xo + ... + X,,.

a) Soit n € N* . Déterminer la loi de S,,.



b) Soit f € C°(]0,1],R) k-lispchitzienne. On pose Q,(z) = E <f <5;:>> . Caluler £ <57;n> et V (%) .

Montrer que Q,(z) = > p_o ()2 (1 — ac)"*kf(%) et que (Qn)nen converge uniformément vers f sur [0, 1].

1/n
Sn & > <kV <Sn> ,carE(Sn):x
n n

Indication : |Qn(x) — f(z)| = ‘E <f <n> - f(x))‘ < kE< -
N 1
N3 <01)=

9
n 2 ~ 10

— T

<« Ezo 11 : Soit N le nombre de pile obtenus dans n tirages pile-face. Proposer n tel que P (

5) Sommes

- Variance d'une somme : Avec S, =3 " | X;, V(S,) = >0, V(X;) +237,; Cov(X; X).

Cas des v.a. non corrélées : V(S,) = > V(X;), donc V(S,) = O(n) si les X; ont méme loi.

- Formule de Wald : S = Zf\il X, avec X; et N indépendantes. On pose S, = > 1 | X;.

On a Gs(z) = Gn(Gx(2)) et E(S) = E(N)E(X). On utilise notamment la formule des probas totales :
OnaP(S=k)=> ,nPSn=k|N=n)P(N=n)=> P(S,=kP(N =n).

- Marches aléatoires : S, = > " | X;, avec X; & valeurs dans {—1,1}, par exemple Rademacher.
Lien avec la loi binomiale. La probabilité de retour en 0 vaut 1 si la marche est équilibrée.
Elle vaut 0 sinon : En effet, si p > %, P(S, =0)=0(\"), ou A =4pq < 1.

Donc ) P(S, = 0) converge, ce qui implique a fortiori que limy,—, o0 Ug>n (S = 0) = 0.
<« Ezo 12 : Le nombre X de clients qui entrent dans une boutique suit une loi de Poisson de parameétre A > 0.

Chaque client achéte un article avec une probabilité p €]0,1] et aucun sinon. Déterminer la loi du nombre Y

d’articles achetés.

Indication : Ona Y = Zszl 14,, 00 Ay : le k-iéme client achéte un article.

Remarque : En fait, cas particulier de Wald : Gy (z) = Aptaz)(z—1) — Ap(z—1)

<« Ezxo 13 : On considére une matrice aléatoire A = (Xij)lgign,lgjgm ou les Xj;;, avec © < 7, sont des v.a.
indépendantes de loi de Rademacher.

a) Montrer que E(tr A¥) = 0 pour tout k entier impair. Montrer que E(tr A%) = n et E(tr A*) = n?.

b) Montrer que E(det A) =0 et V(det A) = n!

6) Extremas

Y = max(Xy,...,Xy) et Z =min(Xy,...,X,). Alors on a (Z > k) ssi Vi, (X; > k).

Si les X; sont i.i.d. enticres, F(Z) = Y/ 25(Ry)" ot R = P(X > k) et BE(Y) =3 /25(1 — (1 — Rg)™),

Remarque culturelle : Notons X] < ... < X/ les valeurs des X}, rangés par ordre croissant. Puisque les X} sont

i.i.d. de méme loi que X, alors P(Xj_1 < X < Xj) ne dépend pas de k.

<« Ezo 14 : On considére n tirages dans une urne de N boules numérotées de 1 & N.
On note Y la valeur minimale des tirages obtenus. Calculer E(Y') pour des tirages avec remise (resp. sans remise).

1
Déterminer limy_, 4o NE(Y) et lim,, 4o F(Y). Interpréter les résultats.

Indications : Avec remise : E(Y) = Z{c\;o(%)n ~ nlﬂ lorsque N — 400, et — 1 lorsque n — +o0.
Sans remise : E(Y) =Y~ (N;k)/(i\[) =V, (ﬁ)/(g) = (]T\Lfill)/(g) formule de la crosse de hockey.

7) Lois usuelles



-1
- Loi uniforme sur [1,n] ; on a Gx(z) = —Zk | 2F 22

T nz—1°
- Loi géométrique G(p) = loi du premier succes (a valeurs dans N*) ou du nombre N d’échecs avant succes N)

(
Ona P(M = k) :qkflpet P(M > k) :qk,d’oflE(M) :Z;O?)qk .OnaN:M—l, donc E(N) :% 1=

- Loi binomiale négative = loi du m-iéme premier succes : somme S de m v.a. géométrique.

On aVk >m, P(S=k) = (k m)q"C mpF. Remarque : On a Gg(z) = <1fzz>m -

- Loi de Poisson P(A) : A représente souvent un flux moyen par unité de temps ou d’espace.

Si N ~P\), X =N Z avec Z; ~ B(p).

Remarque : La loi de X sachant N = n est la loi binomiale B(n,p).

- Th des événements rares : Si p,, ~ %, la loi B(n,py,) converge vers P(A). On parle de convergence en loi.
- Ezemple culturel : Soit Zj v.a. iid. de loi B(3).

X, = Y2024 Zj suit la loi binomiale B(n, HetY, = S 00 257y, suit la loi loi uniforme sur 0,27 — 1].
Pour f:[0,1] — R continue, on a alors limy, o E(f(X;)) = f(3) et limy—yoc E(f(Y2)) — fol f(t) dt

)\k
<« FExo 15 : Pour 0 < a <1 et pour a > 1, déterminer limy_. 1, Sy, ot S) = e Z;ﬁ?aﬂ o

8) Etudes a un pas

a) FEzemple
< Ezo 16 : Soit X,, = Y )_| Zj, ou les Zj, sont indépendantes de lois B(ag). On pose p, = P(X,, pair ).

)

. On calcule A™ pour calculer (ay, by,).

Montrer que p,, — % = % [T5—1(1 —2a;). En déduire une CNS pour que lim,_, 4o pr = %

=D 3

b) Exemple : Chaine de Markov (Xp)nen sur {0,1} de matrice de transition A = (

a, = P(X,, =0) (pi1 = Pan + qby,

Avec " " , on a " 2
{ b, =P(X,=1) { bp+1 = pan + by,
Remarque : Les valeurs propres de Asont let 1 —trA=p+q¢—1¢€[-1,1].

c¢) Premier doublet de succés (1,1)
On considére une suite (X,,)pen+ de v.a. i.i.d. de Bernoulli de parametre p €]0, 1.

On veut calculer la série génératrice et ’espérance de N = inf{n > 1| X,, = X,,1; = 1}.
Remarque culturelle : On a affaire ici a une chaine de Markov de v.a. Y, = (X,—1, Xp,).

Solution : Avec a,, = P(N =n), b, =P(N=n|Xo=0)etc,=P(N=n|Xo=1),ona:
anp =qby, +pcp, et by =by=0etVn>3,b, =ap_1etci =0,co=petVn>3, ¢, =qan_o.
Dot ag = a1 =0, ag = p? et ¥n > 3, a, = qan_1 + pgan_o (suite de type Fibonacci).

Donc G (t) = 3255 ant”™ = Pt + 32355 (qan-1 + pgan—2)t" = p*t* + (gt + pgt*)Gn (2).

p2t2 q+2p 1 1
1 — gt — pqt? NAR)
d) Remarque : Premier doublet (1,0)

2
Bt B(N) =Gy (1) =24+ p2 L2 PL_ oy

Done Gr(t) = (1 —q—pq)? p?

On lance indéfiniment une piece donnant Pile avec la probabilité p €]0, 1.

On pose M =inf{n > 2| X,,_; =1 et X,, = 0}, avec les mémes notations qu’au c).

La loi de M est en fait la loi du deuxiéme succes : On écrit M comme la somme de deux lois géométriques de
pt

1
parametres respectifs p et ¢. Donc Gps(t) = 171?17 Et E(M)=-+ -.
p q



e) Probabilité du succés ou de ruine

On considére un jeu & n jetons entre deux joueurs A et B. Un jeton est échangé a chaque étape : le joueur A
perd un jeton avec une probabilité p et gagne un jeton avec une probabilité ¢ =1 — p.

Le jeu s’arréte lorsqu’un joueur a gagné tous les jetons. On note aj la probabilité que A gagne en partant de k
jetons.

Montrer que a9 =0, a, = 1 et Vk € [1,n — 1], ar, = pax_1 + qax+1. En déduire ay.



On note ¢, = P(N > n). Alors ¢p12 =¢P(N>n+2| X1 =0)+pP(N>n+2]|X;=1).
OnaP(N>n+2|X;=0)=P(N>n+1)=cps1

Et PN >n+2| X1 =1)=qP(N >n+2]| X1 =1,Xs =0)+0 = gcy.

On en déduit cpy9 = 19 + qpey, et cg = ¢ = 1.

Donc a = E(N) = ::i%cn vérifie a = 2 + g(a — 1) + gpa, donc a = 1%4—

S



