
Analyse. Complément. Corrigé

1) a) On a
(sin t)3

t2
= (sin t)

sin t

t

sin t

t
est DSE comme produit (de Cauchy) de fonctions DSE.

Donc f est DSE est DSE comme primitive d�une fonction DSE.

b) g(x) = exp(�x) exp(�x2)::: exp(�xn) exp(�n�) est DSE comme produit (de Cauchy) de fonctions DSE.

Remarque : g est la série génératrice de la v.a. entière Y =
Pn
k=1 kXk, où les Xk sont des v.a. de lois géométriques

de paramètre � : on a GX(x) = exp(�x� �), et GkX(x) = exp(�xk � �):

c) Première méthode : h(x) =
P+1
n=0 fn(x), où fn(x) =

1

n!

�
1

1� x

�n
est DSE par produit de Cauchy.

On pose fn(x) =
P+1
k=0 cn;kx

k. Pour jxj < 1,
P+1
n=0

P+1
k=0 jcn;kj jxj

k converge (vers exp
�

1
1�jxj

�
).

La famille
�
cn;kx

k
�
(n;k)2N2 est sommable. Donc on peut regrouper les termes selon la valeur de k.

Seconde méthode : h(x) véri�e h(0) = 1 et l�équation di¤érentielle (1� x)2h0(x) = h(x):
On cherche alors la solution de l�équation di¤érentielle (qui est unique) sous la forme

P
cnx

n:

On obtient (n+ 1)cn+1 � (2n+ 1)cn + (n� 1)cn�1 = 0 et c0 = 1: D�où jcn+1j � 2 jcnj+ jcn�1j.
Donc jcnj � un, où u0 = c0, u1 = c1 et un+1 = 2un + un�1: On a un = ��n + ��n.
Donc cn = O(�n), où � = max(j�j ; j�j). Donc le rayon R de

P
cnx

n véri�e R � ��1, donc R > 0:

2) a) E se partionne en les points �xes de f et les paires de la forme fx; f(x)g, avec f(x) 6= x:
On choisit le nombre de paires k �

�
n
2

�
, puis les paires (et ensuite, les autres points sont �xes).

Donc In =
Pbn=2c
k=0

�
n
2k

� �
2k
2

��
2k�2
2

�
:::
�
2
2

�
1
k! =

Pbn=2c
k=0

(n)!
(n�2k)!(2k)!

(2k)(2k�1)
2 :::2�12 =

Pbn=2c
k=0

(n)!
(n�2k)!2k :

Remarque : Il faut diviser par k! car on choisit l�ensemble des k paires (et non les k-uplets de paires).

b) Une involution est une permuation (car f�1 = f). On a donc In � n!. D�où R � 1:

c) Pour construire une involution de En+1, il y a deux cas :

- si f(n+ 1) = n+ 1, on se ramène à construire une involution de En. Il y a In choix.

- si f(n+ 1) = m � n, on a f(m) = n+ 1, et on se ramène à construire une involution de En n fmg.
Il y a n choix pour m, et m étant �xé, il y a In�1 choix. Donc au total nIn�1:

Donc In+1 = In + nIn�1. d�où (n+ 1)cn+1 = cn + cn�1: On a I0 = 1, donc c0 = 1

D�où pour jxj < R, f 0(x) =
P+1
n=0(n+ 1)cn+1x

n = c0 +
P+1
n=1(cn + cn�1)x

n = f(x) + xf(x):

On en conclut f(x) = f(0) exp
�
x+

x2

2

�
= exp

�
x+

x2

2

�
= exp (x) exp

�
x+

x2

2

�
:

Par produit de Cauchy de deux séries entières de rayon +1, on obtient R = +1:

3) a) On a
��ei�X �� � 1:Par le th du transfert, G(ei�) =P+1

k=+1 ake
ik�, où ak = P (X = k).

Par cv normale sur le segment [0; 2�], on a
R 2�
0 G(ei�) e�in� d� =

P+1
k=+1 ak

R 2�
0 ei(k�n)� d� = 2�an:

b) P (X = n) =
1

2�

R 2�
0 G(ei�) e�in� d� � 1

2�

R 2�
0

��G(ei�)�� d� = 1

2�

R 2�
0 G(ei�) d� = P (X = 0):

c) On a G(ei�) = E(ei�X) =
QN
k=1E(e

i�Zk) par indépendance.

Or, E(ei�Zk) = 1� 2p+ 2p cos(ak�) � 0, car 1� 2p � 2p � j2p cos(ak�)j : Donc G(ei�) � 0:

4) a) Comme 8u > 0, u

eu � 1 =
P+1
n=1 ue

�nu et
R +1
0 ue =

1

n2
, alors par ITT, I =

P+1
n=1

1

n2
=
�2

6
:

b) Avec t = 1 +
u

n
, on a Jn =

1

n2
Kn, où Kn =

R +1
0

u

(1 + u=n)n � 1 du:

On a par cv dominée limn!+1Kn =
R +1
0

u

eu � 1du, mais il faut trouver une fonction de domination !!!



On peut utiliser par le binôme
�
1 +

u

n

�3
� 1 +

�
n
3

�u3
n3
� 1 + u

3

12
pour n assez grand.

Et '(u) =
u

1 + u3=12
est intégrable sur [0;+1[.

5) a) On a fn+1(xn) � fn(xn) = 0 = fn+1(xn+1), donc xn � xn+1. Ainsi, (fn)n2N est croissante.
b) On a f(L) = f(L)� f(xn) + f(xn) = f(L)� f(xn) + f(xn)� fn(xn).
Donc jf(L)j � jf(L)� f(xn)j+ jf(xn)� fn(xn)j � jf(L)� f(xn)j+ sup jf � fnj :
Comme f est limite uniforme de (fn)n2N, alors f est continue, donc limn!+1 f(xn) = f(L).

Donc par passage à la limite, f(L) = 0:

6)
P
n�1

1

f(n)
est de même nature que

R +1
1

1

f(t)
dt, car

1

f
est décroissante positive.

Or, avec t = f�1(u), on a
R x
1

1

f(t)
dt =

�
t

f(t)

�x
1

+
R x
1

tf 0(t)

f(t)2
dt: On a limx!+1

x

f(x)
= 0:

Donc
R +1
1

1

f(t)
dt converge ssi

R +1
1

tf 0(t)

f(t)2
dt converge.

Or, avec u = f(t), on a f 0(t) dt = du, donc on obtient
R +1
1

tf 0(t)

f(t)2
dt =

R +1
f(1)

f�1(u)

u2
du:

(par un changement de variable, on a l�égalité des intégrales impropres, convergentes ou non).

Donc
R +1
1

1

f(t)
dt converge ssi u 7�! f�1(u)

u2
du est intégrable en +1.

7) �(1 + h) =
R +1
0 e�t exp(h ln t) dt =

R +1
0

P+1
n=0

hn

n!
(ln t)ne�t dt.

Posons 8n 2 N, cn =
R +1
0 (ln t)n e�t dt. Pour appliquer ITT, on va majorer

R +1
0 j(ln t)nj e�t dt:

Or,
R +1
0 j(ln t)nj e�t dt �

R 1
0 (� ln t)

n dt+
R +1
1 tne�t dt � n! + �(n+ 1) = 2 n!

On en déduit que pour jhj < 1, la série
PR +1

0

hn

n!
j(ln t)nj e�t dt converge.

Donc par ITT, �(1 + h) =
P+1
n=0

hn

n!
cn pour tout jhj < 1: D�où le résultat.

8) a) Il existe (cn)n2N telle que 8x 2]� 1; 1[, f(x) =
P+1
n=0 cnx

n.

Pour jxj < 1, on a jtxj < 1 pour tout t 2 [0; 1], donc T (f)(x) =
P+1
n=0

cn
n+ 1

xn.

Ainsi, T (f) est bien dé�nie par une série entière, et la linéarité de T est immédiate.

b) Par identication des séries entières, on a T (f) = �f ssi 8n 2 N, cn
n+ 1

= �cn:

On en déduit qu�il existe au plus un p 2 N tel que cp 6= 0, et dans ce cas, � =
1

p+ 1
:

Donc les valeurs propres sont les �p =
1

p+ 1
, où p 2 N, et le sev propre est E�p = Rxp:

9) a) Pour n � p assez grand, un > 0, car limn!+1 un � 1 = 0: Posons "n = un � 1.
Pour n � p, An =

Qn
k=p uk = exp

�Pn
k=p ln(1 + "k)

�
: On a ln(1 + "n) = O("n) et

P
j"nj converge.

Donc (
Pn
k=p ln(1 + "k))n�p converge, et on conclut avec

Qn
k=0 uk = � An, où � =

Qp�1
k=0 uk

b) On a kSnk �
Qn
k=0 kMkk :

Or, jkMnk � 1j � kMn � Ipk. Par a), (
Qn
k=0 kMkk)n2N converge. Donc (kSnk)n2N est bornée.

D�autre part, Sn+1 � Sn = Sn(Mn � Ip), donc kSn+1 � Snk � kSnk kMn � Ipk = O(kMn � Ipk):
Par comparaison, on en déduit que

P
(Sn+1 � Sn) converge absolument, donc (Sn)n2N converge.

10) Soit " > 0: Pour n � p assez grand, 1
n+1 � ";, donc on a 8n � p, un+1 �

p
un + ":

Donc 8n � p, un � vn où (vn)n�p dé�nie par vp = up et vn+1 =
p
vn + ":

On véri�e (en étudiant f : x 7�!
p
x+ ") que (vn)n2N converge vers le pt �xe �(") de f : x 7�!

p
x+ ".

Donc un � vn � �(") + " pour n assez grand. Or, lim"!0 �(") = 1. D�où �(") + " arbitrairement proche de 1:


