‘Analyse. Complément. Corrigé‘

int)? t sint
(sint) = (sint) % % est DSE comme produit (de Cauchy) de fonctions DSE.

1) a) On a
Donc f est DSE est DSE comme primitive d’une fonction DSE.

b) g(z) = exp(Az) exp(Az?)...exp(Az") exp(—n)) est DSE comme produit (de Cauchy) de fonctions DSE.

Remarque : g est la série génératrice de la v.a. entiere Y = Y, kX, ot les X}, sont des v.a. de lois géométriques

de parametre \ : on a Gx(z) = exp(Az — A), et Grx(x) = exp(A\z¥ — N).
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c) Premiére méthode : h(z) = Y125 fo(x), ot fu(x) = — <1_> est DSE par produit de Cauchy.

On pose f,(z) = Z—og Cn, k. Pour |z| < 1, Z+ Z o lcn il \:c| converge (vers exp (71,1|x|))-

La famille (cmkm ) Nz st sommable. Donc on peut regrouper les termes selon la valeur de k.

(n,k)e
Seconde méthode : h(z) vérifie h(0) = 1 et ’équation différentielle (1 — z)2h(z) = h(z).

On cherche alors la solution de 1’équation différentielle (qui est unique) sous la forme ) ¢,z
On obtient (n+ 1)cpy1 — (2n+ 1)ep + (n— 1)ep—1 =0 et ¢ = 1. D’out |ept1| < 2|en| + |en—1]-
Donc |cp| < up, o0t ug = ¢o, up = ¢1 €t Upt1 = 2Up + Up—1. On a u, = a\" + Gu”.

Donc ¢, = O(p"), ot p = max(|A|,|u|). Donc le rayon R de 3" c,z™ vérifie R > p~!, donc R > 0.

2) a) E se partionne en les points fixes de f et les paires de la forme {z, f(z)}, avec f(z) # x.

On choisit le nombre de paires k < L J puis les paires (et ensuite, les autres points sont fixes).

Done I, = /En/o2J (Zk) (2 ) (Zkz 2) (g)ﬁ = IE:Z/O2J (n—2(lZ))!'(2k)! (%)(;k 1)'“% = IEZ/O2J %

Remarque : 1l faut diviser par k! car on choisit ’ensemble des k paires (et non les k-uplets de paires).
b) Une involution est une permuation (car f~* = f). On a donc I, < n!. D’ott R > 1.

c¢) Pour construire une involution de F,, 41, il y a deux cas :

-si f(n+1) =n+ 1, on se raméne a construire une involution de E,. Il y a I, choix.

-si f(n+1)=m <n,ona f(m)=n+ 1, et on se raméne & construire une involution de E, \ {m}.
Il y a n choix pour m, et m étant fixé, il y a I,,_1 choix. Donc au total nl,_;.

Donc I,,11 = I, + nl,_1. d’ou (n +1)cpr1 =cp+cn—1. Ona Iy =1, donc ¢y = 1

D’oit pour |z| < R, f'(z) = Y123 (n+ )epr1a™ = co + 3025 (¢n + eno1)3™ = f(2) + zf(2).
On en conclut f(z) = f(0)exp (:13 + 22) = exp (x + ;) = exp (z) exp <x + x22> )

Par produit de Cauchy de deux séries entiéres de rayon 400, on obtient R = 4o00.

3) a) On a |¢*| < 1.Par le th du transfert, G(e') = S oo k€™ ol a, = P(X = k).

Par cv normale sur le segment [0, 27], on a 0% G(e?) em™ df = 32 oo @ 027r k=)0 4 = 2ray,.
1 % —in 2 7 2 %
b) P(X =n) = 7 ITG(e?) e 9d9<—f0 |G(e 9\d9_—0 G(e?) df = P(X = 0).

c) On a G(e) = E(e“gX) = Hk:l E(e%k) par indépendance.
Or, B(e%%k) =1 —2p +2p cos(ake) >0, car 1 —2p > 2p > [2pcos(axh)|. Donc G(ef) > 0.

1 1 2
4) a) =Y e et +°° ue = —, alors par ITT, I =Y /2 — = T
n n 6
u . u
b)Avectzl—FH,onaJ:ﬁKn,ouK fo Wdu_

On a par cv dominée lim,,_, 1 K, = f0+oo 1du, mais il faut trouver une fonction de domination !!!

et —



3 3 3
On peut utiliser par le bindme (1 + E) >1+ (g)u—3 >1+4+ v pour n assez grand.
n n

- 12
Et o(u) = est intégrable sur [0, 4-o0].

1+ud/12
5) a) On a frpi1(zn) < fu(zn) =0 = for1(xnt1), done z, < xpy1. Ainsi, (fn)nen est croissante.
b) Ona f(L) = F(L) = f(an) + £(2a) = (L) — f(2a) + F(n) — fulen).

Done |f(L)] < [F(L) = f(ea)l + 1) — fulan)] < [F(E) = Fan)] +5upf — ful.

Comme f est limite uniforme de (fy,)nen, alors f est continue, donc lim,, .y f(zy) = f(L).

Donc par passage a la limite, f(L) = 0.

fQ) 7 f
X /
Or, avec t = f~(u), on a [/ fl dt = [t] + [ L) dt. On a limg_ 4 oo S}

t f(t)? f(z)
Donc f1+ f(l) dt converge ssi [ oo fit())

Or, avec u = f(t), on a f'(t) dt = du, donc on obtient f1+°°
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6) > > m est de méme nature que ffroo —— dt, car — est décroissante positive.

dt converge.

tf(t
f ff(l) u2
(par un changement de variable, on a ’égalité des intégrales impropres, convergentes ou non).

)

u2

(u)

du.

1
Donc f1+°° —— dt converge ssi u — du est intégrable en 4o0.

f(t)
7) T(1+h) = [ e texp(hlnt) dt = [ ;0‘5 n F(Int)re dt.
Posons Vn € N, ¢, = 0+°°(ln t)" e~t dt. Pour apphquer ITT, on va majorer f0+°° |(Int)?| et dt.
Or, [iF|(Int)"| et dt < [ (~Int)" dt + [ t"e " dt <n! + T(n+1) =2 nl
On en déduit que pour |h| < 1, la série > f h— |(Int)?| et dt converge.

h™
Donc par ITT, I'(1 4+ h) = :O% 7 Cn pour tout |h\ < 1. D’ou le résultat.

8) a) Il existe (¢, )nen telle que Vz e] — 1,1, f(z) = 3020 cpa”

Pour |z| < 1, on a [tz| < 1 pour tout ¢ € [0, 1], donc T(f)(z) = 32 C—:l

Ainsi, T'(f) est bien définie par une série entiére, et la linéarité de T est immeédiate.

b) Par identication des séries entiéres, on a T'(f) = C_Z 1= Aep.

On en déduit qu’il existe au plus un p € N tel que ¢, # 0, et dans ce cas, A = ﬁ
Donc les valeurs propres sont les A, = p—lkl’ ou p € N, et le sev propre est F) = Ra”.

9) a) Pour n > p assez grand, u, > 0, car lim,_, ;o uy, — 1 = 0. Posons &, = u,, — 1.

Pour n > p, Ap = [[}_, ux = exp (ZZZP In(1+ €k)> .On aln(l+¢e,) =0(ey) et > |en| converge.
Donce (35—, In(1 + €x))n>p converge, et on conclut avec [[}_qur = a Ay, ot a = Hi;é g

b) On a 1Sl < [Ty Ml

Or, || My]| — 1| < | My, — Lp||. Par a), (ITy—o [|Mkl]), ey converge. Donc ([|Spl|)nen est bornée.
D’autre part, Sp11 — Sy, = Sp(M,, — Ip), donc ||Sp41 — Sull < |Sull | My, — L|| = O(|| M, — Ly).

Par comparaison, on en déduit que ) (Sn41 — Sn) converge absolument, donc (S,),,c converge.

10) Soit € > 0. Pour n > p assez grand, N%Ll <eg,, doncon aVn > p, upir1 < /u, + €.

Donc Vn > p, u, < vy, o (vy)n>p définie par v, = up et vp41 = /o, + €.

On vérifie (en étudiant f : x — /z +¢€) que (vy,)nen converge vers le pt fixe A(e) de f: z— /z + €.
Donc u, < v, < A(€) + ¢ pour n assez grand. Or, lim._,g A(¢) = 1. D’ou A(¢) + € arbitrairement proche de 1.



