Opus 17. Fonctions analytiques et fonctions harmoniques. Corrigé
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b) On a J(r) = 0 "g(r,0) d6. Par th de dérivation (cf cours ...), J'(r) = [ 3 == (r,0) d et J"(r) = [; W(r, 6) do.
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Donc par a), J”(r) + ;J’(T) = Jo Af(zo+7cos,yo +rsind) df — = Jo W(r,@) de.

Or, 0 — g(r,0) est 2m-périodique, donc 0 — %(r 0) lest aussi.
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On en déduit que [ 99 r,0) do = [ { 2 9)} = 0, d’on le résultat.

2) a) Supposons i). Alors J”(r) + %J’(T) =0, donc J'(r) = %, et J(r) =alnr + b, avec (a,b) € R2.

Mais J admet une limite en 0, qui vaut 27 f (xo,yo) (par continuité des intégrales paramétrées).

Donc a = 0, puis b = 27 f (20, yo), donc J(r) = 27 f(zo, yo), Vr > 0. D’ou ii).

Réciproquement, supposons ii). Alors J est contante, donc par 1), on a Vr > 0, f Af(Mg+re??) df = 0.

En particulier, pour » — 0, on obtient Af(xg,yo) = 0. Donc Af = 0 (car le point M est arbitraire).

b) Comme K compact et f continue, M = supj f est atteint sur K. Supposons qu’il est atteint en un point A € K.
Alors il existe un cercle D(A,r) inclus dans K et contenant un point du bord.
Par la propriété de la moyenne, la valeur de f sur I' est nécessairement constante de valeur M (en effet, elle est inférieure a M

et de valeur moyenne M). Ce qui prouve que M est atteint sur le bord.

3) On suppose f harmonique sur R2, Pour tout n € Z, on pose v, (r) — % S f(rcos,rsin6) e~ df.

a) Posons G(r,0) = g(r,0) e‘me, ott g(r,0) = f(rcos6,rsing). Ainsi, v, (r) = % JZmG(r,0) db

On a r20/(r) + rv/,(r) = 7 o <‘98f + ?;G> (r,6) do.

Or, ‘Z—f + 8827? = (gi + gfg) =0, done r2v}/(r) + rv), (r) = f(f”—% )

On conclut en intégrant deux fois par parties : 027T —(3202(7" 0) e="? df = (in)? f027r —g(r,0) e df = nv,(r).

b) cf TD sur les équations différentielles exercice B.

c) Soit r > 0. La fonction 6 — f(rcos®,rsinf) est de classe C? et 2r-périodique, donc par le théoréme de Fourier, on a V6,

f(reosf,rsin®) =", ;v,(r)e™. Or, v, (r) = 71", donc f(rcos@,rsing) =3, , c,ri™lein?,
d) Comme f est & valeurs réelles, f(z,y) = Re (3, cz cn |7|" €?), donc de la forme ST @, cos () + 002 by sin(nd).

4) Supposons i) : Par 3), f(rcosf,rsinf) = ZZ:& anr™ cos(nb) + ZJF by, ™ sin(n@).

Donc f(z,y) = Re(F(z)), avec F(z) = :ioo(an —iby)2z™. D’ou ii).



Réciproquement, supposons ii) : f(x,y) = Re(F(x + iy)).

En posant o(z,y) = F(z +iy) = Z::O cn(z +1y)™, on a 8—90(% y) =1 Z;;l nenen (z +iy)" L
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D’ou on déduit a—(p(ax,y) = za—i(aj, y), et donc a fortiori Ap = 0. donc Af = Re(Ap) = 0. D’ou i).
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5) a) Par deux IPP successives, d,, =5 n2 f R (0 df. Donc |d,| < 5 n2 f [n"(6)] de.

b) La série de fonctions Y, ., dye™ converge normalement sur R.
Posons g(0) =3, < dne™. Alors g est continue (par cv normale) et est 27m-périodique.
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De plus, par intégration terme & terme, o Jo 9@)e dé = d,.
™

Donc fonction f(0) = h(0) — g(0) vérifie Vn € N, fo% f(®)e ™ df = d,, — d,, = 0, donc f = 0.

On en conclut V6 € R, h(6) = g(0) =3, oy dne™



