
Opus no16. Théorème de Poincaré (inspiré concours PC* 2013).

On note � le produit scalaire canonique dans Rn:

1) Soit f : Rn ! R x 7�! f(x), où x = (x1; ::::; xn): On suppose f de classe C1:

a) Montrer que f(x) = f(0) +
R 1
0 grad f(tx) � x dt:

b) Déterminer les fonctions f véri�ant
@f

@xj
(x) = 0 pour tout j 2 [[1; n]] et x 2 Rn.

c) On suppose f de classe C2:

Montrer que
@2f

@xi@xj
(x) = 0 pour tout (i; j) 2 [[1; n]]2 et x 2 Rn ssi il existe v 2 Rn tels que

8x 2 Rn, f(x) = v � x+ b

2) On suppose désormais f : Rn ! Rn x 7�! (f1(x); :::; fn(x)) de classe C1:

On note J(x) =
�
@fi
@xj

(x)

�
1�i�n;1�j�n

la matrice jacobienne et df(x) : h 7�! J(x)h la di¤érentielle de f en x:

Donner les énoncés équivalents aux propriétés 1) a), b) et c).

3) (F) On reprend les notations de b) et on suppose désormais f de classe C2:

a) On suppose que pour tout x 2 Rn, la matrice J(x) est antisymétrique.

Montrer que 8(i; j; k), @2fk
@xi@xj

(x) = 0, et en déduire qu�il existe A 2Mn(R) antisymétrique et b 2 Rn tels que

f(x) = Ax+ b

La réciproque est-elle vraie ?

4) a) On suppose qu�il existe U : Rn ! R de classe C2 telle que 8i 2 [[1; n]], fi(x) =
@U

@xi
(x), c�est-à-dire

f(x) = gradU(x)

Montrer que pour tout x 2 Rn,J(x) est symétrique.

b) On souhaite prouver la réciproque de a), appelé théorème de Poincaré.

On suppose donc que pour tout x 2 Rn, la matrice J(x) est symétrique.

Montrer qu�il existe une fonction U : Rn ! R de classe C2 telle que f(x) = gradU(x)

Indication : Considérer U(x) =
R 1
0 f(tx) � x dt =

Pn
i=1 xi

R 1
0 fi(tx) dt:

Remarque : Ainsi, le champ vectoriel f dérive d�un potentiel ssi 8(i; j), @fi
@xj

=
@fj
@xi

, c�est-à-dire de rotationnel nul.


