Opus n°15. Corrigé

Partie I. Relations de comparaison dans les séries entiéres

1) Il existe L = lim,_,1 g(z) € RU {400} car g rest croissante sur [0, R].

Pour pe N, on a g(z) > Y.P_ byz", donc L > >"P_ b, par passage a la limite des inégalités.

Comme p est arbitraire et que Ziﬁ% b, = 400, alors L = 4o00.

2) a) Ona |} 2 Oan:c”‘ <SR ana™| < SN an| + < o1 Ebpa™ < SN lan] + eg(x), car by, > 0.
b) soit € > 0. Il existe N vérifiant a). Donc |f(z)| < ano lan| 4+ eg(z).

Comme lim,_,; y<1 g(x) = +00, alors il existe a < 1 tel que Zivzo lan| < eg(z) pour z € [a, 1].

Donc Vz € z € [a, 1], | f(z)| < 2eg(z). Comme € est arbitraire, f(x) = 0,—1 (9(z)) .
¢) On a (an —bn) = 0 (bn), donc par b), f(x) = g(x) = 02=1 (9(z)) cest-a-dire f(z) ~r=1 g(x).

3) On prend b, = 1. Les hypothéses requises sont vérifiées.
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On a a, — L = 0(1), on obtient donc par 2) b), :Lri%(an — L)z" = 0, ( ) .
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On obtient donc Y20 apa™ = 1—x+0 <1—x>'
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4) a) Comme n(n+1) _ont o(1) — 1, alors R = 1 par le critéere de d’Alembert.
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b) On aVz € [0,1[, —In(1 — ) = >/ —a™ et o= SO0 A,
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Comme ces séries sont absolument convergentes, on a par le produit de Cauchy, a, = > ;_, T
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¢) Comme ¢ — n est décroissante, alors an —dt < Zzzl <1+ fl dt donc 0 < (Zzzl k) —Inn <1

A fortiori, A, ~ Inn. Comme > Inn = +00, on peut appliquer le probléme I.
—In(1 —x)

Donc f(z) ~ 3% Apa™ T

Partie II. Théoréme d’Abel

A.1) On suppose que Y |ay| converge. Alors la série de fonctions ) a,z™ converge normalement sur [0, 1].
Par le théoréme d’interversion des limites, on a f définie et continue sur [0, 1].

A.2) a) A, = O(1), donc le rayon de convergence de > A,z™ est > 1.

On peut considérer Y A,z" comme le produit de Cauchy de 2™ et de Y a,a”.

Les rayons de convergence des séries entiéres Y x" et de ) a,z"™ valent 1.

Donc le rayon de convergence de > A,a™ est > 1, et >0 A2 = (300 ") (3020 ana™) = /(@) .
b)OnaA,=A+o0 (1) donc par la question 3) du probléme I que

A 1
Montrer que Z+°° Apx =1 +o0 (1 ) lorsque x — 17
- —x

Par a), on en conclut f(x) = A+ 0 (1) lorsque z — 17, d’ou le résultat.

B.1) La relation est immédiate pour z = 1, car ZZ:Z ar = Ry
Soient = € [0,1] et n € N.

OnaVp>mn, 320, are® =337, (Ree1 — Ri)a® = Zk o Bie(@t —a?) + Rpat — Ryat.



On a limy_, o R, = 0 (comme reste), donc a fortiori limy_, 1o Rpa? = 0.
En faisant tendre p vers +oo, les séries convergent et > ;% | apa® = 3% | Ry(a" — 2¥) + Rz !

Remarque :

> Ri(zF 1 — 2%) cv absolument, car (Ry)ren est bornée, et pour € [0,1[, >1°5 |25 — 2| = Sk — gkt =1,

B.2) Soit n € N. Posons M,, = sup>,, |Rx|. Pour z =1,

k n+1 akxk‘ - ‘RTL’ < Mn
Pour x € [0,1[, on a apz®| < M, gkt — k| + Mzt = M, (2"t + 27t = 2M,.
k n+1 k: n+1

B.3) On a donc sup,¢ 1 !ZZSHI ak:pk‘ < 28upg>, | R . — 0 lorsque n — +oo0.
Donc ) a,z™ converge uniformément sur [0, 1].

Donc =+ Y a,a™ est continue sur [0, 1], et ainsi on retrouve lim,_1 f(z) = 3.1 a,.

C. On applique ce qui précede a f(z) = g (Rx) = : o anx™, avec a, = b, R".
:i% anx™ est bien de rayon de Convergence 1.

D. On prend Vz €] — 1,1], f(z) = l—i-x =Yt (—1)na

f(z) converge vers % lorsque x tedn vers 17, mais la série Y (—1)" diverge.



