
Opus no15. Corrigé

Partie I. Relations de comparaison dans les séries entières

1) Il existe L = limx!1 g(x) 2 R [ f+1g car g rest croissante sur [0; R[.

Pour p 2 N, on a g(x) �
Pp
n=0 bnx

n, donc L �
Pp
n=0 bn par passage à la limite des inégalités.

Comme p est arbitraire et que
P+1
n=0 bn = +1, alors L = +1:

2) a) On a
��P+1

n=0 anx
n
�� �P+1

n=0 janxnj �
PN
n=0 janj+ �

P+1
n=N+1 "bnx

n �
PN
n=0 janj+ "g(x), car bn � 0:

b) soit " > 0: Il existe N véri�ant a). Donc jf(x)j �
PN
n=0 janj+ "g(x):

Comme limx!1;x<1 g(x) = +1, alors il existe � < 1 tel que
PN
n=0 janj � "g(x) pour x 2 [�; 1[:

Donc 8x 2 x 2 [�; 1[, jf(x)j � 2"g(x). Comme " est arbitraire, f(x) = ox=1 (g(x)) :

c) On a (an � bn) = o (bn), donc par b), f(x)� g(x) = ox=1 (g(x)) c�est-à-dire f(x) �x=1 g(x):

3) On prend bn = 1. Les hypothèses requises sont véri�ées.

On a an � L = o (1), on obtient donc par 2) b),
P+1
n=0(an � L)xn = ox=1

�
1

1� x

�
:

On obtient donc
P+1
n=0 anx

n =
L

1� x + o
�

1

1� x

�
:

4) a) Comme
ln(n+ 1)

lnn
=
lnn+ o (1)

lnn
! 1, alors R = 1 par le critère de d�Alembert.

b) On a 8x 2 [0; 1[, � ln(1� x) =
P+1
n=0

1

n
xn et

1

1� x =
P+1
n=0 x

n:

Comme ces séries sont absolument convergentes, on a par le produit de Cauchy, an =
Pn
k=1

1

k
:

c) Comme t 7�! 1

t
est décroissante, alors

R n+1
1

1

t
dt �

Pn
k=1

1

k
� 1 +

R n
1

1

t
dt, donc 0 �

�Pn
k=1

1

k

�
� lnn � 1:

A fortiori, An � lnn. Comme
P
lnn = +1, on peut appliquer le problème I.

Donc f(x) �
P+1
n=0Anx

n =
� ln(1� x)
1� x .

Partie II. Théorème d�Abel

A.1) On suppose que
P
janj converge. Alors la série de fonctions

P
anx

n converge normalement sur [0; 1]:

Par le théorème d�interversion des limites, on a f dé�nie et continue sur [0; 1]:

A.2) a) An = O(1), donc le rayon de convergence de
P
Anx

n est � 1:

On peut considérer
P
Anx

n comme le produit de Cauchy de
P
xn et de

P
anx

n:

Les rayons de convergence des séries entières
P
xn et de

P
anx

n valent 1.

Donc le rayon de convergence de
P
Anx

n est � 1, et
P+1
n=0Anx

n =
�P+1

n=0 x
n
� �P+1

n=0 anx
n
�
=
f(x)

1� x:

b) On a An = �+ o (1), donc par la question 3) du problème I que

Montrer que
P+1
n=0Anx

n =
�

1� x + o
�

1

1� x

�
lorsque x! 1�.

Par a), on en conclut f(x) = �+ o (1) lorsque x! 1�, d�où le résultat.

B.1) La relation est immédiate pour x = 1, car
P+1
k=n ak = Rn�1

Soient x 2 [0; 1[ et n 2 N.

On a 8p � n,
Pp
k=n+1 akx

k =
Pp
k=n+1(Rk�1 �Rk)xk =

Pp�1
k=n+1Rk(x

k+1 � xk) +Rnxn+1 �Rpxp:



On a limp!+1Rp = 0 (comme reste), donc a fortiori limp!+1Rpxp = 0:

En faisant tendre p vers +1, les séries convergent et
P+1
k=n+1 akx

k =
P+1
k=n+1Rk(x

k+1 � xk) +Rnxn+1:

Remarque :P
Rk(x

k+1�xk) cv absolument, car (Rk)k2N est bornée, et pour x 2 [0; 1[,
P+1
k=0

��xk+1 � xk�� =P+1
k=0 x

k�xk+1 = 1:

B.2) Soit n 2 N. Posons Mn = supk�n jRkj : Pour x = 1,
��P+1

k=n+1 akx
k
�� = jRnj �Mn:

Pour x 2 [0; 1[, on a
��P+1

k=n+1 akx
k
�� �Mn

P+1
k=n+1

��xk+1 � xk��+Mnx
n+1 =Mn(x

n+1 + xn+1) = 2Mn:

B.3) On a donc supx2[0;1]
��P+1

k=n+1 akx
k
�� � 2 supk�n jRkj :! 0 lorsque n! +1.

Donc
P
anx

n converge uniformément sur [0; 1]:

Donc x 7�!
P
anx

n est continue sur [0; 1], et ainsi on retrouve limx!1 f(x) =
P+1
n=0 an:

C. On applique ce qui précède à f(x) = g (Rx) =
P+1
n=0 anx

n, avec an = bnRn:P+1
n=0 anx

n est bien de rayon de convergence 1.

D. On prend 8x 2]� 1; 1[, f(x) = 1

1 + x
=
P+1
n=0(�1)nxn:

f(x) converge vers 12 lorsque x tedn vers 1
�, mais la série

P
(�1)n diverge.


