Opus n°15. Théoréme d’Abel

Soit > a,x™ une série entiére réelle de rayon . Pour z € [0, 1], on pose f(z) = >/ aya”

’Partie I. Relations de comparaison dans les séries entiéres‘

Soit > b,x™ une série entiére a coefficients réels positifs, de rayon de convergence R = 1.

Pour z € [0, 1], on pose g(x) = >, /2 bya™. On suppose de plus que | >0 b, = 400 |.

1) Montrer que limy_,1 4«1 g(x) = 4+00. Indication : Montrer que Vp € N, lim,_,; g(z) > Zﬁ:o b,
2) a) Soit € > 0. On suppose qu'’il existe N tel que Vn > N, |a,| < eby,.

Montrer que pour tout z € [0, 1], on a }Zn 20 ana™| < ETJLO lan| + eg(x).

b) On suppose a,, = o (by,). Montrer que lorsque z tend vers 17, f(z) =0 (g9(z)).

¢) On suppose a,, ~ b,. Montrer que lorsque x tend vers 17, f(z) ~ g(z).

3) Ezemple. On suppose limy,_ oo an = L.

L 1
Montrer que lorsque z tend vers 17, f(z) = 1 +o0 <1) .
—x -

4) Ezemple.

a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére ) (Inn)z"”

—In(1 — z)
l—x
—In(1 —2)
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b) On pose A, = ;_ 1% . Montrer que Yz € [0,1[, Y% A,z

c¢) On pose Vo €] — 1,1], f(z) = 32 (Inn)z". Montrer que f(x) ~

| Partie II. Théoréme d’Abel |

On suppose que la série ) a, converge.

On pose A =3 "2 Oan et VneN, A, =>"} jar et R, = ;roflﬂak

A.1) On suppose dans cette question que Y a, est absolument convergente.
Montrer que lim, 1 z<1 f(z) = A.

A.2) On suppose dans cette question que Z an est semi-convergente.

f(z)

1—2a

a) Montrer que pour tout z € [0, 1], > A,z™ converge et que Z:i% Apz™ =
. A 1 .
b) Montrer que > %) Apa™ = T—= +o0 T—= lorsque z — 1.
— —x
En déduire le théoreme d’Abel : limg 1 <1 f(z) = A
B.1) Montrer que Vz € [0,1], Vn € N, 3120 apa? = 3% | Ry(a*! — 2%) 4+ Ryan ™!

B.2) En déduire que Vz € [0,1], Vn € N, ‘E,j:ofwl akwk‘ < 28Upy>, [Ry -

quand x tend vers 17.



B.3) En déduire que }_ a,x™ converge uniformément sur [0, 1], et une nouvelle preuve de A.2) b).

C. Soit Y bpa™ une série entiere réelle de rayon de convergence R, ou 0 < R < +00.

Pour z € [0, R[, on pose g(z) = 3,20 bya™.

Montrer que si Y b, R" converge, alors g(x) converge vers A = Z:{i% b, R" lorsque = converge vers R™.

D. Donner un exemple montrant que la réciproque est fausse.

Remarque cuturelle : Le théoréme de Tauber assure que la réciproque est vraie lorsque a,, = O(%)



