
Opus no15. Théorème d�Abel

Soit
P
anx

n une série entière réelle de rayon R = 1 . Pour x 2 [0; 1[, on pose f(x) =
P+1
n=0 anx

n.

Partie I. Relations de comparaison dans les séries entières

Soit
P
bnx

n une série entière à coe¢ cients réels positifs, de rayon de convergence R = 1:

Pour x 2 [0; 1[, on pose g(x) =
P+1
n=0 bnx

n. On suppose de plus que
P+1
n=0 bn = +1 .

1) Montrer que limx!1;x<1 g(x) = +1. Indication : Montrer que 8p 2 N, limx!1 g(x) �
Pp
n=0 bn:

2) a) Soit " > 0. On suppose qu�il existe N tel que 8n > N , janj � "bn:

Montrer que pour tout x 2 [0; 1[, on a
��P+1

n=0 anx
n
�� �PN

n=0 janj+ "g(x):

b) On suppose an = o (bn): Montrer que lorsque x tend vers 1�, f(x) = o (g(x)) :

c) On suppose an � bn: Montrer que lorsque x tend vers 1�, f(x) � g(x):

3) Exemple. On suppose limn!+1 an = L.

Montrer que lorsque x tend vers 1�, f(x) =
L

1� x + o
�

1

1� x

�
:

4) Exemple.

a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entière
P
(lnn)xn.

b) On pose An =
Pn
k=1

1

k
. Montrer que 8x 2 [0; 1[,

P+1
n=0Anx

n =
� ln(1� x)
1� x .

c) On pose 8x 2]� 1; 1[, f(x) =
P+1
n=1(lnn)x

n: Montrer que f(x) � � ln(1� x)
1� x quand x tend vers 1�:

Partie II. Théorème d�Abel

On suppose que la série
P
an converge.

On pose � =
P+1
n=0 an et 8n 2 N, An =

Pn
k=0 ak et Rn =

P+1
k=n+1 ak:

A.1) On suppose dans cette question que
P
an est absolument convergente.

Montrer que limx!1;x<1 f(x) = �:

A.2) On suppose dans cette question que
P
an est semi-convergente.

a) Montrer que pour tout x 2 [0; 1[,
P
Anx

n converge et que
P+1
n=0Anx

n =
f(x)

1� x:

b) Montrer que
P+1
n=0Anx

n =
�

1� x + o
�

1

1� x

�
lorsque x! 1�.

En déduire le théorème d�Abel : limx!1;x<1 f(x) = �:

B.1) Montrer que 8x 2 [0; 1], 8n 2 N,
P+1
k=n+1 akx

k =
P+1
k=n+1Rk(x

k+1 � xk) +Rnxn+1:

B.2) En déduire que 8x 2 [0; 1], 8n 2 N,
��P+1

k=n+1 akx
k
�� � 2 supk�n jRkj :



B.3) En déduire que
P
anx

n converge uniformément sur [0; 1], et une nouvelle preuve de A.2) b).

C. Soit
P
bnx

n une série entière réelle de rayon de convergence R, où 0 < R < +1.

Pour x 2 [0; R[, on pose g(x) =
P+1
n=0 bnx

n.

Montrer que si
P
bnR

n converge, alors g(x) converge vers � =
P+1
n=0 bnR

n lorsque x converge vers R�:

D. Donner un exemple montrant que la réciproque est fausse.

Remarque cuturelle : Le théorème de Tauber assure que la réciproque est vraie lorsque an = O( 1n):


