Opus n°14. Théoréme de Lévy. Corrigé.

1) a) La série Y || P(X = k) = Y ai, converge.

Par le théoréme du transfert, on a donc E(eX) = S /% e P(X = k) = 3120 are™ = Gx(e).
b) On a P(Y = k) = pg*, ott ¢ = 1 — p. Donc Gy (z) = Zk 0pq 1p .
—qz

Donc ¢y (t) = P On en déduit que ¢4(t) = E(e* YD) = ¢ B(e™Y) = ey (t) = pe" — .
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2) a) On a px (t) = > 125 are’™t, ot a, = P(X = k).

La série de fonctions 3" age™ converge normalement sur R (car sup;cg ‘akeikt‘ =ag et S0 ap = 1).

b) Posons fi(t) = axe’**. Les applications fy, sont de classe C1, et on a fi(t) = ikage®*.
On a > 728 sup,cp | F1(t)| = S48 kap = E(X) < 400, alors la série 3 fi converge normalement sur R.
On en déduit que ¢y est dérivable sur R et que ¢y (t) = Y12 fr(t) = Y120 ikaye™

En particulier, ¢'y (0) = 725 ikay, = iE(X).

3) Avec les notations précédentes, on a ¢y (t)e "t = ;rog amel MR,
Comme cette série de fonctions converge normalement sur [0, 27], alors f()% dx(t)e ™ dt =31 apm, I 2T gilm=R)t .
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On en déduit que Py fo% by (t)e ™ dt = ay, car Yk € N, f27r im=k)t dt = 21 6,
7r

4) Il résulte de 3) que Yk € N, P(X = k) = P(Y = k). Donc X et Y ont méme loi.
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On va prouver que lim,_, - P(X,, = k) = P(Y = k) en utilisant le théoréme de convergence dominée.

5) On a P(Xn = k’) = 2m GXn (eit)e_ikt dt et P(Y = k;) = 2m Gy(eit)e—ikt dt.
En effet, on a VYn € N, Vt € [0, 2], ’GXn (eit)e_ikt‘ = ‘GXn (eit)| < Z;:o% akn = Gx, (1) =1 =p(t).
On considére donc comme fonction de domination la fonction constante ¢ = T, qui est bien intégrable sur [0, 27].

Par convergence dominée, on a donc lim,,_, 1 P(X,, = k) = P(Y = k).

6) a) Pour n assez grand, Gs, () = (1 " )\z> _ <1 + - 1)) - Done limy .0 Gu(2) = A1),
n n n

En considérant une variable Y qui suit une loi de Poisson P(\), on a bien Vz € C, lim,,_,1+ Gg,(2) = Gy (2).
A fortiori, on a Vz € U, lim, 4+ Gg, (2) = Gy (2).

Il résulte de 5) que Vk € N, limy, oo P(S, = k) = P(Y =k) =
b) On a Gg,(z) = (e()‘/”)(z_l))n = == donc S, suit pour tout n une loi de Poisson de paramétre .

Le résultat est ici immeédiat.

1—=X/n
1—(A/n)z

>n.0r,0na%=1+2(z—l)+o (i)

A 1V\"
Donc limy, 100 Gg, (2) = limy,— 400 <1 +—(z—1)+o <>) = e *~1) et on conclut comme au a).
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¢) On a Gg, (2) = (



