
Opus n�14 bis. Probabilités

Exercice A. Polynômes de Bernstein et théorème de Stone-Weierstrass

1) (F) a) Soit Y : 
! R+ une v.a. bornée à valeurs positives. Montrer que E(Y ) � "+ P (Y > ") sup(Y ):

b) Soient � 2 R et f : I ! R une fonction continue et bornée. Soit (Xn)n2N une suite de variables aléatoires sur 
 à

valeurs dans I convergeant en probabilité vers la fonction constante �, c�est-à-dire

8� > 0, lim
n!+1

P (jXn � �j > �) = 0

Montrer que (f(Xn))n2N converge en probabilité vers la fonction constante f(�), c�est-à-dire

8" > 0; lim
n!+1

P (jf(Xn)� f(�)j > ") = 0

Et déduire de a) que limn!+1E(f(Xn)) = f(�):

Indication : Appliquer a) à Yn = jf(Xn)� f(�)j. Noter que sup(Yn) � 2 sup jf j et que limn!+1 P (Yn > ") = 0:

Dans la suite, pour tout n 2 N�, on considère une v.a. Xn à valeurs dans [0; 1] telle que

8k 2 f0; 1; 2; :::; ng, P
�
Xn =

k

n

�
=

�
n

k

�
tk(1� t)n�k

Autrement dit, Xn suit une loi binomiale B(n; t) à valeurs dans
�
k

n
; k 2 f0; 1; 2; :::; ng

�
:

On a ainsi 8n 2 N�, E(Xn) = t et V (Xn) =
t(1� t)
n

:

On pose Pn(t) = E(f(Xn)) =
Pn
k=0

�
n
k

�
tk(1� t)n�kf

�
k

n

�
:

2) Soient f : [0; 1]! R continue et t 2 [0; 1]: On propose ici une preuve de convergence simple.

a) Montrer que 8n 2 N�, P (jXn � tj > �) �
t(1� t)
�2n

: En particulier, on a : limn!+1 P (jXn � tj > �) = 0:

b) Montrer que limn!+1 Pn(t) = f(t):

3) On propose une preuve de convergence uniforme dans le cas où f est lipschitzienne de rapport L.

a) Montrer que jE(f(Xn))� f(t)j � L E(jXn � tj) � L
p
V (Xn) �

Lp
4n
:

b) En déduire que limn!+1 supt2[0;1] jPn(t)� f(t)j = 0:

4) Soit g : [a; b]! R lipschitzienne de rapport M .

Montrer qu�il existe une suite (Qn)n2N de fonctions polynômes convergeant uniformément vers g sur [a; b], c�est-à-dire

telle que limn!+1 supu2[a;b] jQn(u)� g(u)j = 0:

Indication :

Appliquer 3) à une fonction f : [0; 1]! R t 7�! g(�+ �t), où � et � sont judicieusement choisies.



Exercice B. Matrices stochastiques et modèle d�Ehrenfest

On note � l�ensemble des vecteurs X = (x1; :::; xn) 2 Rn tels que
Pn
i=1 xi = 1. On note 
 = (1; 1; :::; 1).

On dit qu�une matrice A 2Mn(R) est stochastique ssi

(
les coe¢ cients sont positifs, c�est-à-dire 8(i; j), aij � 0
A
 = 
, c�est-à-dire ssi 8i,

Pn
j=1 aij = 1:

1) a) Montrer que dansMn(R), un produit de deux matrices stochastiques est stochastique.

b) Montrer que si A 2Mn(R) est stochastique, il en est de même des puissances Ak, pour tout k 2 N:

2) a) Soit A 2Mn(R) une matrice stochastique.

Montrer que toute valeur propre � 2 C de A est de module � 1, c�est-à-dire véri�e j�j � 1:

Indication : Considérer X vecteur propre non nul, et la p-ième ligne de AX = �X, où jxpj = max1�i�p(jxij):

b) On suppose de plus aii > 0 pour tout 1 � i � n. Montrer que 1 est la seule valeur propre de A de module 1.

Indication : Considérer à nouveau p tel que jxpj = max1�i�p(jxij): Et justi�er que j�� appj �
P
j 6=p apj :

3) Modèle d�Ehrenfest : Il s�agit d�un modèle utilisé dans l�étude des mouvements des molécules :

On suppose que M molécules sont contenues dans deux urnes.

On note N0 la variable aléatoire donnant le nombre de molécules contenues dans la première urne.

A chaque unité de temps, une molécule est choisie au hasard et elle est changée d�urne avec une probabilité 1
2 :

On désigne par Nk le nombre de molécules contenues dans la première urne après k unités de temps.

On considère Xk = (P (Nk = i))0�i�M le vecteur de RM+1 donnant la loi de Nk.

On considérera la matrice B =
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a) Exprimer, en justi�ant votre réponse, P (Nk+1 = i) en fonction des P (Nk = j). On en déduit Xk+1 = BXk.

b) Montrer que E(Nk+1) =
1

2
+

�
1� 1

M

�
E(Nk): En déduire la limite de E(Nk) lorsque k tend vers +1.

c) La matrice tB est une matrice stochastique et véri�e les propriétés du 2).

On admet pour la suite que le polynôme caractéristique de B est scindé à racines simples dans C[X].

On considère le vecteur Z dé�ni par 8i 2 f0; 1; :::;Mg, zi = 2�M
�
M
i

�
.

Justi�er que Z est l�unique vecteur appartenant à � et véri�ant BZ = Z.

d) Montrer que, quelle que soit la valeur de X0, on a : limk!+1Xk = Z: Retrouver le résultat du b).


