Opus n°14 bis. Corrigé
2| P(X =2 B) _ [2] PX = a)
P(B) - P(B) )
Or, E(|X]) = > ,cplz| P(X =) < +oo. Dou ) plz|P(X =2z | B) <

1) a) [zP(X =z | B)| =

b) Par définition E(X) =) prP(X = ).

Par la formule des probabilités totales, on a P(X =) = .y P(X =z | B,)P(B,).
Donc E(X) =" cp > nen®P(X =2 | By)P(By).

La famille double associée est sommable, car la somme des valeurs absolues vaut E(|X]|).

Par Fubini, on a donc E(X) =3, oy (X,cpaP(X =2 | By)) P(By) =X ,en E(X | Bn)P(By).
2) E(f(X)) =X hen E(f(X) | Bp)P(B,) . Mais ici, E(f(X) | By) = f(xn), car f(X) est constante sur Bj,.

3)a) PN>n|X1=0=P(X;=Xy=..= X1 =0 X1 =0)=P(Xo= ... = Xp = Xps1 = 0) = ¢".

1
Ainsi, la loi de N sachant X7 = 0 est la loi géométrique de parametre p. Et E(N | X1 =0) =

S

1
On a de méme E(N | X1 = 1) = —. Par la formule des espérances conditionnelles :
q
1 1 q P
E(N) = E(N | X1 = 0)P(X1 = 0)+ E(N [ Xy = )P(Xy =1) =~ g+ —p=+ .
p q p q
P 1

Remarque : Avect == onat+ - " > 2, donc on a bien toujours E(N) > 2.

q’
4) a) On a par 1), Gy (t) = E() = Si2% B | N =n) P(N =n).
Or,ona E(tY | N =n) = E(tX1T-+Xn) = Gx(t)™.
Donc Gy (t) = BE(tY) = 320 Gx (1) P(N =n) = Gn(Gx(1)).
b) Comme N et X sont d’espérances finies, on a : E(N) = G\ (1) et E(X) = G’y (1).
Donc Gy est dérivable en 1, et E(Y) = G (1) = G\ (Gx(1))G'x (1) = Gy (1)G% (1) = E(N)E(X).
c)On a Nyy1 = Zii"l 2.14,, ot A; : La i-iéme cellule se divise.

Les variables 2.1, ont pour série génératrice Gx(t) = q + pt?. Donc Gy1(t) = Gp(q + pt?).

On aici F(X) = 2p, donc E(N,,) = (2p)". D’ou la CNS : lim,,_,1 oo E(N,,) = +00 ssi p >

DN | =

5) On a Ni11 = N + 1¢, ou C est "événement X1 ¢ Aj.
d A j 1
cat k),doncE(NkHNk—j)—j—i—(l—fl)—l—i—(l—)j.

Donc E(Ni11) = 32; P(Bj) E(Ngt1 | Ny =4) =32, P(Nk = j) + (1 - % > JP(Ng = j).

Or, P(C) = (1 -

1
On en déduit F(Ngy1) =1+ <1 - n> E(Ny).

L’homothétie z — 1+ (1 — 1)z admet z = n comme point fixe.

1 k
Donc E(Nj41) —n = (1 — 1)(E(Ny) —n), et on obtient ainsi E(Ny) =n (1 — (1 — n) ) .



