Opus n°13. Corrigé

Exercice A. Matrices stochastiques et modéle d’Ehrenfest

1) a) Soient A et B deux matrices stochastique. Posons C = AB.
On a ¢y, = Z?Zl a;ijibjr > 0 et CQ = A(BQ) = AQ = Q. Donc C est bien stochastique.
b) La matrice A° = I,, est stochastique. On conclut par récurrence immédiate sur k, en utilisant a) et A*+1 = AFA.
2) a) Soit X = (z1,z2,...,zy) un vecteur propre de A de valeur propre .
On a donc Vi € {1,2,...,n}, Z;‘:l aijTj = Ax;.
Considérons p tel que |z,| = maxi<ij<p |z;| . Comme X n’est pas nul, alors |z,| > 0.
On a donc |A| |z,| = ‘Z?Zl apjxj‘ <D0y apj |l < 37020 apj lwp| = |zp| . Comme |zp| > 0, alors [A] < 1.
b) On reprend les notations précédentes. On a (A — app)xp = 32,4, ap;T;-
2
On reprend les notations précédentes. On a donc [A — a,,| < Z#p apj;:vj): < Z#p Apj-
Si N = app| < 3754, apjs alors [N <app + 3254, ap; = 30 ap; =1, donc [A[ < 1.
Supposons |A\| = 1. On a alors nécessairement |\ — a,,| = |A| — app, donc A réel positif. Donc A = 1.
Remarque : Géométriquement, A appartient au cercle de centre ay, et de rayon (1 —aypy), qui est inclus dans le disque

unité, et ne rencontre le cercle unité qu’en le point 1.

3) a) OnaVie {1,..,M — 1}, P(Nppy =14) = Y10 P(Neqy = i | N = §)P(Ng = j).

1(i+1) .. . . 1M —(i—1)
= leti< M, -———=
sity=1+1letz '3 i

1
Or, P(Npy1 =1 | N =j)==sij sij=i—1leti>0.

2T
Enfin, P(Npt1 =4 | Ny =7)=0sij ¢ {i—1,4,i+1}.

b) On a E(Nj11) = 3120 iP(Nyyr = i) =
v L1i(M—(i—1))

1 . ) 1 -1 i(i+1) i 1 .
:§Z¢=02P(Nkzz)+§zz'=o Vi P(Nk:Z+1)+§Zi:1§ M P(Np =1i-1)
1w . . 1 (i —1) . 1y (@+1)(M —1d) .
:§Zi:OZP(Nk‘:Z)+§Zi:O M P(Nk:Z)+§EZZ0T P(Nk:’b)
1 ~f. =1 (G+1)(M—1) M . 1y, 1
ZZZi—OP(Nk:Z)<Z+ Vi + M :Zi:OP(Nk:Z) 1_M Z+§ .
1 1
On en déduit que E(Nyy1) = (1 - M) E(Ny) + 3
.. 1 1 . M 1
L’application z — (1 — M) z+ 3 est 'homothétie de centre 5 et de rapport (1 — M)’ lequel € [0, 1].
M
Donc limy_, 400 E(Ng) = -
c) Comme B et A = !B ont méme polynéome caractéristique et que A est stochastique a diagonale strictement

positive, les valeurs propres de B sont de module < 1, et 1 est la seule valeur propre de module 1.

On admet que le polyndéme caractéristique de B est scindé & racines simples, donc B est diagonalisable et les sev

propres sont des droites vectorielles. De plus, toute droite rencontre A en au plus un point. Donc il existe au plus un

M

i

. 1 M—i+l i+1 M
),onablenzizﬁzi+zi_1x 2]\?' +zi+1x%et2izozi:1.

vecteur Z € A invariant par B. Or, avec z; = 2~ M (

En effet, on a d’une part (ﬂﬁ)% + (Zj\fl)% = (M_l) + (M._l) = (M) et d’autre part S M (]\f) =2M,

i—1 i A



D’ou lexistence et 'unicité de Z.

d) On consideére une base (Z, Z1, ..., Zpr) composée de vecteurs propres de B.

On considere Xo = apZ + M a;Z;. Donc X = B*Xg = agZ + 37, ai\fZ;.

Comme tous les );, avec 1 < i < M, sont de module < 1, on a limy_, ;o0 (X;)¥ = 0. Donc limg_, ;oo X3 = aoZ.

De plus, la somme des coefficients des X}, est constante de valeur 1 (il s’agit de probabilités). Donc il en est de méme

de limg_, 4 oo Xk, donc ap =1 (car Z € A).

Exercice B. Polynémes de Bernstein et théoréme de Stone-Weierstrass

1) a) Eneffet, Y =Y.1y<. + Y.1lys,, donc E(Y) <eP(Y <¢e)+ P(Y >¢)sup(Y) <e+ P(Y > ¢)sup(Y).

b) Soit € > 0. Par continuité de f en p, il existe @« > 0 tel que Ve € I, |z — p| < a=|f(z) — f(p)] < e.

Done P(| Xy — p| < a) < P([f(Xn) = f(p)] < ©).
Et P(|f(Xn) — f(w)] >¢) < P(|X,, — p| > o) — 0 lorsque n tend vers +o0.

Ainsi, en posant |f(X;) — f(u)], on a donc Ve > 0, lim,,— 4o P(Y, >¢) = 0.
Posons M = sup|f|. Par a),on a: E(Y,) <ec+2M P(Y, > ¢).

Or, on sait que lim,,_,; P(Y, > ¢) = 0. Donc E(Y,) < 2¢ pour n assez grand.
On en déduit lim, 4o E(Y,) = 0.

Comme |E(f(Xn) = f(1))] < E(Yn), alors limy, 0o E(f(Xn) = E(f (1)) = f(1)-

1
2) On a X,, = —S,, ou S,, suit une loi binomiale B(n,t) a valeurs dans [0, n].
n

Donc E(X,) = lE(Sn) =tet V(S,) = izv(gn) _ “t(12— t) _tl-t)
. : N

no?

a) Par Bienaymé-Tchebychev, on a donc P(|X,, —t| > a) <

b) On a Pn(t) = E(f(Xn))
La suite (X,,)nen converge en probabilité vers la fonction constante t.

L’application f :[0,1] — R est continue et bornée sur le segment [0, 1].

On peut donc appliquer 1). On a ainsi lim, o E(f(X5)) = f(t), c’est-a-dire lim,_, 1 o0 P (t) = f(1).

3) a) |[E(f(Xa)) = f(O)] = [E(f(Xn) = F(1)] < E(If(X0n) = F(O)]) < E(L | Xy —t]) < L E(| X5 — ).

1-— 1 1
Par Cauchy-Schwarz, E(|X, —t]) < /V(X,) =4/ = < ,car Vt € [0,1], t(1 —¢) < —.
n \4n 4

b) On a Py(t) — f(t) = E(f(Xy)) — f(t), donc par a), supycpoq) [Pa(t) — f()] < # — 0 lorsque n — +00.

n

4) On considere f : [0,1] — R définie par f(t) = g(a + t(b — a)).
Par 3), il existe une suite (P)nen de polynomes telle que limy,— o0 SUpsc(o 17 | f(£) — Pu(t)| = 0.

On considére alors Qn(z) = P, (52), c’est-a-dire Qn(z) = S7_og(a+ E(b—a)) (}) (2=2)k (=2 )nk,

a

On a Py(t) = Qn(a +t(b—a)). On conclut avec supycp 1] [f(t) — Pu(t)| = subgeie 19(2) — Qn()] .



