
Opus no10 bis. Adjoint d�un endomorphisme. Corrigé

1) a) Un vecteur z 2 E est entièrement dé�ni par les hz; yi, où y 2 E.

En e¤et, si 8y 2 E, hz; yi = hz0; yi, alors z � z0 est orthogonal à tout vecteur, donc est nul.

Ainsi, pour tout x 2 E, le vecteur v(x), s�il existe, est unique.

b) On a hv(�x+ �x0)� �v(x)� �v(x0); yi = hv(�x+ �x0); yi � � hv(x); yi � � hv(x0); yi

= h�x+ �x0; u(y)i � � hx; u(y)i � � hx0; u(y)i = 0 par bilinéarité du produit scalaire.

Donc v(�x+ �x0)� �v(x)� �v(x0) = 0 (car orthogonal à tout vecteur).

2) On suppose désormais E de dimension �nie et u 2 L(E):

a) Première méthode : y 7�! hx; u(y)i est une forme linéaire sur un espace euclidien, donc de la forme y 7�! hv(x); yi

par la représentation des formes linéaires en dimension �nie.

Ce qui prouve l�existence de v. L�unicité et la linéarité résultent de 1).

Seconde méthode (conseillée) : On choisit une BON B.

On a alors hx; u(y)i = (X j AY ) = XTAY = (ATX j Y ), donc v est dé�nie par MatB v = AT :

b) Soit B = (e1; :::; en) base orthonormée de E. On a MatB v = (hei; v(ej)i)1�i�n;1�jn
Comme hei; v(ej)i = hu(ei); eji, alors MatB v = (MatB u)? :

Remarque : (UTAU)T = UT (AT )U , avec U 2 On(R) matrice de passage entre deux BON.

c) On a : x 2 (Imu)? , 8y 2 E, hx; u(y)i = 0, 8y 2 E, hv(x); yi = 0, v(x) = 0, x 2 Ker v

Donc Ker v = (Imu)?. Comme u est l�adjoint de v, Keru = (Im v)?:

En passant aux orthogonaux, on obtient Im v = (Keru)?:

3) a) H est stable par u , 8y 2 H, hx; u(y)i = 0, 8y 2 H, hv(x); yi = 0, v(x) 2 H? = Rx:

b) L�adjoint v est l�endomorphisme u canoniquement associé à AT =

0@ 1 0 1
0 1 1
0 0 2

1A :
Les matrices A et AT admettent les mêmes valeurs propres 1 et 2. Pour obtenir les sous-espaces propres de A, on

résout le système AX = X et AX = 2X.

Pour A, on obtient les sev propres E1 = Vect((1;�1; 0); (1; 0;�1) et E2 = R(0; 0; 1):

Pour AT , on obtient les sev propres E01 = Vect((1; 0; 0); (0; 1; 0)) et E
0
2 = R(1; 1; 1): On en déduit que les sev stables

par u sont f0g et E = R3, toutes les droites vectorielles incluses dans le plan E1, ainsi que la droite E2 = R(0; 0; 1), et

tous les plans d�équation �x+�y = 0 (avec (�; �) 6= (0; 0)) et x+ y+ z = 0, qui sont respectivement les orthogonaux

des droites incluses dans E01 et E
0
2:

4) a) h(v � u)(x); yi = hu(x); u(y)i = hx; (v � u)(y)i, donc v � u est symétrique.

Autre argument : La matrice ATA de v � u dans une base orthonormée est symétrique.

On a h(v � u)(x); xi = ku(x)k2 � 0. Donc v � u est symétrique positif.

b) On se place dans une base orthonormée B = (e1; :::; en) composée de vecteurs propres de v � u.

Pour x =
Pn
k=1 xkek 2 E, on a h(v � u)(x); xi = ku(x)k

2 =
Pn
k=1 �kx

2
k:

En prenant 0 � �1 � ::: � �n, on a donc h(v � u)(x); xi � �n kxk2, avec égalité si x = en:

On en déduit que sup
x 6=�!0

ku(x)k
kxk = �n:


