Opus n°10. Matrices symétriques réelles. Corrigé

1) Pour toute matrice A € M,,(R), on considére N(A4) = tr(ATA) = 3" | Z?Zl(aij)Q.

a) NUAV)? = tr(VTATUTUAV) = tr(VTATAV) = tr(ATAVVT) = tr(ATA) = N(A)%

b) Si A’ = Matp u, alors A’ = UTAU, ott U = P§ € O,(R), donc par a), N(A') = N(A).

On a0 = S, Sy (e = Sy (S0 (fivulen))?) = Sy llu(e)? = Sy 141 = tr(AT 4).
Variante : § = tl"(BTB), ou B = (<fi,u(ej)>)1§i§n,1§j§n = UTA, ou U = MatgB' = Pg/.

Par a), N(B) = N(UTA) = N(A), donc 6 = A(u).

2) Premiére preuve : 1l existe U € O,(R) telle que UAUT = D = Diag(\1, ..., \n)-

Par 1), on a donc N(UAV)? = N(D)? =31 (\)2

Seconde preuve : On a Y | Z?:1(aij)2 = tr(ATA) = tr(A2?).

Comme A est semblable & Diag(Ay, ..., \n), alors A% est semblable a Diag(A\?, ..., A2). D’ou le résultat.

3) Par le th spectral, il existe U € O,(R) telle que M = UDU?T, avec D = Diag(\1, ..., A, 0, ..., 0).

Ona D=3 \Ejj =" EE, donc M =37\ NUEE;FUT =370 XjZ; 2], avec Zj = UE;.
Comme U € O, (R), alors (Zy, ..., Z;) est orthonormée (comme image par U d’une famille orthonormée)

4) a) On sait qu’il existe U € O, (R) telle que M = UDU~' = UDU”, avec D = Diag(\y, ..., \n).

On prend Dy )5 = Diag(v/A1, ..., VA1) €t S = UDy U1 = UD; oU”

Comme C est diagonale a valeurs propres > 0, la matrice S = UD; /2UT est symétrique définie positive.

Et on a bien S? = U(D1/2)2U_1 =UDU ! = M.

b) M € SF+(R). On a ainsi M = S?, avec S € S;F+(R).

M A est semblable & SAS qui est symétrique donc diagonalisable. Donc M A diagonalisable.

¢) Cas particulier : Supposons 5% = \I,,, avec A > 0. b) S est a valeurs propres dans {—v/\, V/A}.

Comme S symétrique positive, S admet v/ A comme unique valeur propre. Comme S diagonalisable, S = v/A1d.
Cas général : Supposons S? = M. Alors AM = S3 = MS, donc M et S commutent.

Donc les sev propres Ey de M sont stables par S. Sur chaque E}), on est ramené a la situation du b).

D’ou I'unique solution S est définie par Sjp, = \ﬂld| E, bout toute valeur propre A de S.

5) a) (Remarque : Immédiat si on sait que M = BT B, avec B € GL,(R). On prend A = B™1).

1l existe U € O, (R) telle que UTMU = D, avec D = Diag(Ay, ..., Ay), avec A; > 0.

On prend A = UD; 5!, ot Dy 5 = Diag(v/A1, ..., vVAn). On aalors UMU = Dyt D Dyt = I,

Variante : On consideére le ps (X,Y) = XTMY = (X | MY).

Par le th spectral, il existe une BON A = (A;, ..., A,) orthonormée pour ( , ).

On a donc V(3, j), A%FMAj = 04, C'est-a-dire ATMA = 1,.



b) La matrice S = AT N A est symétrique, donc il existe U € O, (R) telle que U7 SU = D diagonale.
Avec P = AU, on a donc d’une part PTNP = D et d’autre part PPTMP =UTU = I,,.

6) a) On a ATA € S,(R), et VX #0, (X, AATX) = ||[AX|* > 0, car AX # 0.

b) On sait que AT A est définie positive, donc par 4), il existe S € S+ (R) telle que S? = AT A.
Posons U = AS™!. On a UTU = (S71)TATAS~! = (S~ 1T 5281,

Or, comme S est symétrique, il en est de méme de S~1. En effet, (S~1)7 = (S7)~! = 5~

Donc UTU = (S71)52571 = I,,. Dot U € O,(R), et on a bien A = US.

c) On a AT € GL,(R). Par b), AT s’écrit SU, donc A = U~LS, d’ou le résultat, car U~! € O, (R).
d) Par ¢), A=US, avec S symétrique réelle (positive) et U € O, (R).

Par le th spectral, S = VI DV avec D diagonale et V orthogonale.

Donc on obtient A = WDV, avec W = UVT € O,(R) comme produit de matrices orthogonales.



