Opus 09. Polynémes orthogonaux. Corrigé
1) (P,Q) — (P | Q) est bilinéaire, symétrique, positive, et aussi définie : Si (P | P) = 0, alors P?w est identiquement

nulle (car P?w est continue, positive et d’intégrale nulle), donc P s’annule sur [a, b] qui est infini, donc P = 0.
2) On a B, € R,_1[X]* et X" — B,, € R,_1[X]. On conclut avec X" = (X" — B,,) + B,.

3) a) On a XB,, € R,11[X], et (Bo, Bi, ..., Bn, Bnt1) est une base orthogonale de R,,1[X].
nt1 (Be | XBp)
"= (By | By)

Or, on a (By, | XB,) = (X By, | B,) =0, pour tout k < n — 2, car deg(XBy) <n —1et B, € R,,_1[X]*.

Donc X B,, € Vect(By,—1, By, Bn+1)-

Donc X B,, = k-

b) a =1 car By41 et X B, sont unitaires de degré n + 1.
¢) On pose Cp(X) = (—1)"B,(—X).
On verifie que (Cy,)pen veérifie les mémes propriétés que (By)nen :
Le polynome C,, est unitaire, de degré n, et les polynémes C), sont deux & deux orthogonaux, car
+a +a

(Cn | Cn) = Cn(z)Chp(z) w(z) dox = (—1)"+m/ B, (—x)Bp(—x) w(—x) dx
Le changement de variable y = —x donne (C, | Cp,) = (—=1)"T™ fjaa Bn(y)Bm(y) w(y) dy = (=1)"T"(B,, | Bp,)-
4) a) Soit P € R[X].
Ona (L, | P) = [*, R () P(t) dt = S22 (=DFREM (6) P®) (1)) *] ) 1 Ra(t)P™) (1) dt.
Or, 1 et —1 sont racines d’ordre n de R,,, donc pour tout j <n-1, R(])( ) =0et jo)(—l) =0.
Donc tous les termes entre crochets sont nuls, et (Ly, | P) f R,(t)PM™(t) dt = (=1)"(R,, | P™).

b) Ainsi, L, est orthogonal a tout polynome P de degré < n, car on a P =,

Or, L,, est de degré n, donc B,, et L, sont colinéaires.

Comme le coefficient dominant de L, est (2n)(2n — 1)...(n) = (2n,) , on obtient donc B, = (277‘1!)!Ln.
¢) On montre par récurrence sur j < n, R,(f ) admet au moins j racines sur | — 1, 1].

La propriété est immédiate pour j = 0.

()

Supposons vraie au rang j < n— 1. Comme on a aussi R(])( 1)=0et R%j)(—l) =0, alors Ry’ admet au moins (j +2)

racines sur [—1, 1], donc par Rolle, Rgfﬂ) admet au moins (j + 1) racines sur | — 1, 1].
On en déduit que L, = R,({L) admet au moins n racines sur | — 1,1[. Comme deg L,, = n, alors ce sont les seules

racines de L, et elles sont simples (et L, est scindé a racines simples).

5) B, (t)P(t) de signe constant sur ]a, b[, car ses racines sont toutes d’ordre pair.
Comme B, P n’est pas identiquement nul, alors (B,, | P) # 0, donc r = deg P > n.

Ainsi, B, admet n racines d’ordre impair sur ]a, b[. Ce sont donc des racines simples et By, est scindé.



