Opus 08. Matrices compagnons et endomorphismes cycliques. Corrigé
1) a) On a P,(z) = 2Q,_1(z) — (=1)" " (—ap)(—1)"! = 2Q,_1(x) + ag.
Par hypothese de récurrence, @Q,,_1(x) = 2"~ + 71 ara* !, Ao Py () = 2™ + 7o apa.

¢) En retranchant, pour i = 2,3, ..., n, a la i-iéme ligne la précédente multipliée par %, on obtient

z 0 --- 0 ag
x . a + agr !
: N U9+ ap_32 L+ ...+ agr— (™D
0 -+ 0 0 z4an1+apor ' +a, 3272+ .. . +ax™

Donc Vx # 0, P,(z) = 2" Y x + ap1 + Gn ot + ap 3072 + ... + apz™) = 2" + Zz;é apz”.

Deux polynomes qui coincident sur C* sont égaux, donc P,(z) = 2" + Zk o akTr.

2) a) La sous-matrice de A — AI,,obtenue en supprimant la premiére ligne et la derniére colonne est inversible

(triangulaire supérieure). Donc rg(A — AI,,) > n — 1. Donc dim Ker(A — \I,) <1
b) Si P, est scindé a racines simples, alors A est diagonalisable (et admet n droites propres).

Réciproquement, supposons que A est diagonalisable.
Ainsi C" est somme des sev propres de A. Par a), on en déduit que A admet n droites propres.

Donc P, est scindé a racines simples.

3) a) Supposons par 'absurde qu’il existe X non nul tel que AX = 0.
Posons |z,| = max;<j<, |z;|. Comme X n’est pas nul, alors |z,| > 0.
En considérant la p-iéme équation de AX =0, on a a,,x, = Y iotp OpjTj-

|7, . .
Donc [ay,| < Z]¢p| (] | ]| = Zj;ﬁp |ap;| . Ce qui contredit |a,| > Zj;ép |ap;] -

Donc X —— AX est injectif. Donc par dimension, A est inversible.

b) Comme X € Sp(A), alors A\Id —A n’est pas inversible, donc n’est pas a diagonale dominante.
Donc il existe ¢ € [1,n] tel que [A —a;| < 3., [ay].

¢) On considére la matrice compagnon A dont le polynome caractéristique est P,.

On a donc A € Sp(A). Par b), |A\| <agou |A] <1+ |ai|ou ... ou || <1+ |ap_a] ou |A—a,_1] <1.
On en déduit que dans tous les cas, on a bien : |A| < 14 maxo<r<n |ax| -

4) a) Supposons (i).

La matrice de u dans la base (z,u(z), ...,u" (x)) est une matrice compagnon.

Supposons que Matg u est une matrice compagnon, ou B = (eq, ey, ..., €,).

Alors Vj € [1,n — 1], ej41 = u(e;). Donc B = (e1, u(ey), ..., u" *(e1)).



b) Premiére preuve : Considérons la matrice compagnon A de polynome caractéristique P,(z) = [[;_, (z — \g).

Par 2) b), A est diagonalisable et semblable a Diag(Aq, ..., \,) = D.

Seconde preuve : 11 s’agit de prouver que tout endomorphisme diagonalisable u € L(E) sur un C-ev de dimension
n admettant n valeurs propres distinctes est cyclique.

Considérons une base B = (ey, s, ..., €,) de vecteurs propres de u, avec u(x;) = A\;x;.

Posons & = e; + ey + ... + e,. Alors u/(z) = A{el + )\geQ + o4 Mey,.

La matrice de (z,u(z),...,u" *(z)) dans la base B est une matrice de Van der Monde, inversible car les \; sont
distincts. Donc (z, u(z), ...,u" 1 (x)) est une base de E, et u est cyclique.

Donc il existe une base ou la matrice de u est une matrice compagnon.

5) a) Considérons u I’endomorphisme de £ = C" canoniquement associé a M.

Il existe x € F tel que u"(x) # 0.

On vérifie aisément que (u, u(x),...,u" *(z)) est libre, donc est une base de E.

En effet, supposons par 1’absurde qu’il existe («p, ..., ;1) non nul tel que Z?;& a;ul(z) = 0.
On considere k£ = min{j | a; # 0}.

n—k—1

En composant par u , on obtient aju""!(z) = 0, donc a; = 0, d’out une contradiction.

b) On considére la matrice de passage P = (X, M X, ..., M"1X). On a M"X = 0.

o 0 --- 00
1 0 " 0
Ainsi, P"!M P est la matrice compagnon A = | :
S 1 00
O --- 0 10

D’autre part, P! XYTP = (P7'X) (Y?P) = E\ Z", ou le vecteur Z est défini par Z7 = YT P.

Autrement dit, par le changement de base P, on se raméne au cas ou X = Fj.

21 2o ot 23 Zp
1 0 . 0
Donc PTINP=A+EZT = | ¢ 0 couZl = (2 2 - oz oz ).
: .1 0 0
o -« 0 1 0
271771 0 0 0 0 0 =z
z9 0 0 1 0 Zn—1
La transposée est | ,, * -, 1 ! qui est semblable & | 0 ,
0 0 0 1 A
Z, 0 --- 0 0 0O -+ 0 1 =z

en inversant 1'ordre des vecteurs de la base (ej — €,41_;).
Une matrice et sa transposée ont méme polynéme caractéristique, car (zI, — A)T = xI, — AT.

On conclut donc avec 1) en prenant z; = —b,_;.



