
Opus 08. Matrices compagnons et endomorphismes cycliques

Une matrice compagnon est une matrice de la forme A =
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1CCCCCCA 2Mn(C):

1) Polynômes caractéristique

On considère Pn(x) = det(xIn � A): Montrer que Pn(x) = xn +
Pn�1

k=0 akx
k de trois façons :

a) En développant selon la première ligne et par récurrence sur n:

b) En développant selon la dernière colonne:

Indication : Le déterminant s�écrit a0C0 + a1C1 + :::+ an�2Cn�2 + (x+ an�1)Cn�1, avec

Ck = (�1)n�1�k
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, avec des blocs d�ordres k et (n� 1� k):

c) En opérant sur les lignes (méthode du pivot) en supposant x non nul.

2) Sous-espaces propres

a) Montrer que les sev propres E� = Ker(A� �In) sont de dimension � 1:

b) Montrer que A est diagonalisable ssi Pn est scindé à racines simples.

3) Matrices à diagonale dominante

a) Soit A 2Mn(C) telle que pour tout i 2 [[1; n]], jaiij >
P

1�j�n avec j 6=i jaijj :

Montrer qu�il n�existe pas de vecteur X 2 Kn non nul tel que AX = 0: En déduire que A est inversible.

Indication : On raisonne par l�absurde et on suppose que X = (x1; :::; xn) 6= (0; :::; 0) existe.

Considérer p tel que jxpj = max1�i�n jxij. D�où appxp = �
P

j 6=p apjxj, et conclure à une contradiction.

b) Disques de Gerschgorin

Soit A 2Mn(C) et � une valeur propre de A. Montrer 9 i 2 [[1; n]], j�� aiij �
P

j 6=i jaijj :

c) Application aux matrices compagnons

Soit � une racine du polynôme Pn(x) = xn +
Pn�1

k=0 akx
k: Montrer que j�j � 1 + max0�k<n jakj :



4) Endomorphismes cycliques

a) Soit u 2 L(E), où E est un C-espace vectoriel de dimension n:

Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe x 2 E tel que (x; u(x); :::; un�1(x)) est une base de E.

(ii) il existe une base B de E telle que MatB u est une matrice compagnon.

Terminologie : On dit alors que u est cyclique.

b) Soient �1; :::; �n des nombres complexes distincts. On pose Pn(x) =
Qn
k=1(x� �k):

Montrer que D = Diag(�1; :::; �n) est semblable à la matrice compagnon de polynôme caractéristique Pn(x).

5) Soit M 2Mn(C) une matrice nilpotente d�ordre n, c�est-à-dire Mn = On et Mn�1 6= On:

a) Montrer qu�il existe X 2 Cn tel que (X;MX; :::;Mn�1X) est une base de Cn:

b) (FF) (oral X ) Soit un polynôme Qn(x) = xn +
Pn�1

k=0 bkx
k unitaire de degré n:

Montrer qu�il existe Y 2 Cn tel que Qn(x) est le polynôme caractéristique de N =M +XY T .


