Opus 08. Matrices compagnons et endomorphismes cycliques

0 0 -+ 0 —ap
1 0 . —Qy
Une matrice compagnon est une matrice de la forme A= | ( - : 0 : € M,(C).
1 0 —Qp—2
0 0 1 —a,,

1) Polynoémes caractéristique

On considere P, (z) = det(xI, — A). Montrer que | P, (z) = 2" + 37—} ara® | de trois fagons :

a) En développant selon la premiére ligne et par récurrence sur n.
b) En développant selon la derniére colonne.

Indication : Le déterminant s’écrit agCy + a1C1 + ... + ay2Ch2 + (x + a,-1)Cp_1, avec

x 0 0 0
0 -1 = O
n—1—k 0 0 —1 )
Cr=(-1) 1 + 0 0 | avecdes blocs dordres k et (n — 1 — k).
0 0 -1 0
0 .o
0O 0 0 -1

c¢) En opérant sur les lignes (méthode du pivot) en supposant = non nul.

2) Sous-espaces propres
a) Montrer que les sev propres )\ = Ker(A — AI,) sont de dimension < 1.

b) Montrer que A est diagonalisable ssi P, est scindé a racines simples.

3) Matrices a diagonale dominante

a) Soit A € M,,(C) telle que pour tout i € [1,n], |ai > >21<icp avee jui 9] -

Montrer qu’il n’existe pas de vecteur X € K™ non nul tel que AX = 0. En déduire que A est inversible.
Indication : On raisonne par ’absurde et on suppose que X = (z1,...,x,) # (0, ...,0) existe.

Considérer p tel que |z,| = maxi<i<y [2;]. Dol ayr, = — 3. ap;7;, et conclure a une contradiction.
b) Disques de Gerschgorin

Soit A € M,,(C) et A une valeur propre de A. Montrer 37 € [1,n], [A — au| < 3_,; |ay]-

c) Application aur matrices compagnons

Soit A une racine du polynome P,(z) = z™ + 31—, azz®. Montrer que [\ < 1 + maxocg<y, |ax| -



4) Endomorphismes cycliques

a) Soit u € L(F), ou E est un C-espace vectoriel de dimension 7.

Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe x € E tel que (z,u(z),...,u" ! (x)) est une base de F.

(i) il existe une base B de E telle que Mat; u est une matrice compagnon.

Terminologie : On dit alors que u est cyclique.

b) Soient Ay, ..., A, des nombres complexes distincts. On pose P, (z) = [[,_,(x — \¢).

Montrer que D = Diag(Aq, ..., \,,) est semblable & la matrice compagnon de polynéme caractéristique P,(x).

5) Soit M € M, (C) une matrice nilpotente d’ordre n, c’est-a-dire M"™ = O,, et M"~! #£ O,,.
a) Montrer qu’il existe X € C" tel que (X, M X, ..., M" ' X) est une base de C".
b) (k%) (oral X) Soit un polynome Q,(z) = ™ + 31— bya* unitaire de degré n.

Montrer qu’il existe Y € C" tel que Q, () est le polyndome caractéristique de N = M + XY,



