Opus 07. Algébre linéaire. Corrigé
Exercice A. Lemmes de factorisation

1) a) Supposons v, w = v o u. Alors Keru C Ker w.

Réciproquement, supposons Ker u C Ker w.

Soit S un supplémentaire de Ker v dans E. On a S @ Keru = E.

On sait que u : S — Imu 2z +—— u(z) est un isomorphisme.

On considére alors v définie par Vo € Imu, v(z) = (u)~'(z) € E.

On choisit v arbitrairement sur un supplémentaire de Im u. Ce qui définit v complétement.

On a bien w = v o w.

Variante : Soit (e, ..., e,) une base d’un supplémentaire de Ker u dans E.
Alors (u(ey), ..., u(e,)) est une base de Imu, qu’on compléte en une base (u(ey), ..., u(e,), fri1, ..., fn) de F.

On définit v par v(u(e;)) = e; si j € [1,7] et v(f;) choisi arbitrairement pour j € [r + 1, n].

b) On considére une base B = (e, ..., €, ..., ¢,) adaptée & E = S @ Keru, une base C adaptée & [' = Imu® T,

et une base arbitraire D de G.

M| O
On a alors Matgcu = ( o0

Ona ( AM™ |« ) (%‘%) = ( A| O ), donc on définit v par Matecpv = ( AM™' | x ).

2) Supposons Ju, w = v o wu. Alors Imw C Imw.

) et Matgpw = ( A ‘ O ), ol M est carrée inversible.

Réciproquement, supposons Imw C Imwv.

On considére (e;),e; une base de E.

Pour tout j, on a w(e;) € Imw C Imw., donc il existe f; tel que v(f;) = w(e;).
On définit u linéaire par u(e;) = f; pour tout J.

On a bien w(e;j) = (vou) (e;) pour les e {j} donc par linéarité, w = v o w.

Exercice B
1) a) On considére v : F — FE =+ u(x). On a Imv = u(F) et Kerv = F N Ker u.

On conclut avec le théoréme du rang : dimImv = dim F' — dim Ker v.

b) On a Imu? = u(Imwu). Par a) appliqué & F' = Imu, on a donc rg(u?) = rg(u) — dim(Im u N Ker u).

Donc rgu = rg(u?) ssi dim(Imu N Keru) = 0, c’est-a-dire ssi (Keru) & (Imu).

2) (=) Supposons rg A = rg(A?). Notons u : £ — E I'endomorphisme associé a A, avec £ = K™.



Alors rg u = rg(u?). Donc par 1) b), on a (Keru) & (Imu) .
Par le théoréme du rang, on a dim (Ker u) + dim(Imu) = dim F, donc £ = Imu & Ker u.

On choisit une base B = B; U By adaptée & £ = Imu @ Ker u.

Alors la matrice de u dans la base B est de la forme A" = ( (B; g ), avec B € M, (K) et r = rgu.

D’autre part, la restriction de '’endomorphisme u & Imu est un isomorphisme dont B est la matrice dans la
base B;.

On en conclut que B est inversible. Comme A et A’ représentent u, alors A et A’ sont semblables.

2
(<) Supposons A semblable a A" = ( g 8 ), ou B € GL,(K) est inversible. On a (A')? = ( g g ) :

Comme B est inversible, alors B? aussi, et rg B> = r = rg B.

On en conclut que rgu? = rg(A’)? = rg(B?) = rg(B) = rg(4’) = rg(u).

Exercice C

1) a) Supposons par 'absurde qu'il existe o € K tel que u(z) = az. Alors Az + py = ax + ay.
Comme on sait par le cours que (z,y) est libre, alors on obtiendrait A\ = o = p, ce qui contredit A # p.

b) Supposons que tout vecteur non nul est vecteur propre : pour tout x # 0, il existe A, tel que u(z) = A\, .

Par a), A, ne dépend pas de x. Donc u(z) = A1d. (Remarque : Réciproque immédiate).
2) a) On considére la projection v sur Kz parallélement a supplémentaire S de Kz dans E.

b) Supposons que u commute avec tout endomorphisme. Considérons x € E non nul, et v tel que Imv = Kz (cf

a)). Onauowv=wvou donc Imv = Kz est stable par u.
Donc z est un vecteur propre de u. Par 1)b), u est une homothétie.
3)Ona A= Z(kal) i Ep. Comme AE;; = EjjA, alors Y, ag By = Y 1 a1 Ey.

D’ou a fortiroi a;; = aj; et Yk # i, ap; = 0. Comme (i, j) arbitraire, A = \,,.

Exercice D. Décomposition de Fitting

1) Pour tout y = v(z) € Imw, on a u(y) = v(u(z)) € Imv, donc Im v est stable par w.

k

Sachant que u” commute avec u, on en déduit que les I, sont stables par u.

2) On a u*! = u* o u, donc Im(u*!) C Im(u*). Remarque : De fagon générale, Im(v o u) C Imw.
De méme, on a u**! =y o u*, donc Ker(u*) C Ker(u**!). Remarque : De facon générale, Ker(u ov) C Kerv.

3) La suite (dim Iy )o<k<, est une suite d’entiers naturels décroissante, et on a dim Iy = n.

Il existe donc p € {0,1,...,n} tel que dim [, = dim I,,;.



En effet, sinon, on aurait Vk € {0,1,...,n}, dim I ;1 < (dim I}) —1, d’ou dim I,, < n—n = 0, ce qui est absurde.
Comme dim [, = dim [, et I, C I, alors I = I),.

En choisissant la plus petite valeur p possible, on obtient le plus petit entier naturel p < n tel que I, = I,4;.
4) On a toujours I3 = u(ly), donc u(l,) = I,, donc la restriction de u a I, est surjective (et bijective : dim
finie).

5) Par récurrence, on a Vk € N, u*(1,) = I,, c’est-a-dire Vk > p, I, = I,,.

En particulier, Iy, = I,,, c’est-a-dire uP(1,) = I,.

Donc la restriction de u” & I, est un automorphisme. Donc I, N N, = {0}.

Or, par le th du rang, on a dim I, + dim N, = dim £. On en déduit que I, ® N, = E.

6) On choisit une base B = By U B, adaptée a I, & N, = E.

Les sous-espaces vectoriels I, et N, sont stables par v (car u? commute avec u).

La restriction de u & I, est bijective donc sa matrice A dans la base B; est inversible.
La restriction de u & N, est nilpotente (car Vo € N,, uP(x) = 0), donc sa matrice N dans la base By est

nilpotente.

AlO
On conclut en sachant que Matgu = < O N >

Exercice E. Décomposition de Dunford

1) On applique la décomposition de Fitting a la matrice A — A\ 1,,.

. . ( N | O
La matrice A — \;1,, est semblable a ( Ol 17
Mg+ N | O
0 B

), avec N7 nilpotente et M inversible, c’est-a-dire 0 ¢ Sp(M).

Donc A est semblable a < ), avec N nilpotente et A\; ¢ Sp(B).

Comme y 4(z) = (X — A\)%x () et et Ay & Sp(B), alors d = my et xp(z) = (X — Xp)™2...(X — \p_q)™ 1.
Par hypothése de récurrence simple sur le nombre r de valeurs propres distinctes, B est semblable & une matrice
diagonale par blocs, ot les (7 — 1) blocs sont de la forme A;1,,,, + N;, ot N; est nilpotente et 2 < j <.

On conclut en utilisant le résultat suivant :

M, | O M, | O I 10
. N ’ —1 1 N 1 . -
si B est semblable & B’ = Q7" B(), alors (04‘7) est semblable a <O—‘7) via P = (T‘?) :

Remarque : On peut aussi raisonner par récurrence forte sur n.



Remarque culturelle : On en déduit que toute matrice A € M,,(C) s’écrit sous la forme A = D + N, ou D est
diagonalisable et ou N nilpotente telles que DN = ND. On peut aussi prouver que cette décomposition est

unique.

2) Commengons par prouver le théoréeme de Cayley-Hamilton pour toute matrice de la forme M = AI,,, + N,
ou N € M,,(K) est nilpotente. On a x,,(z) = (x — \)™.

Or, on sait que N™ = O,,, donc (M — A\,,)™ = Oy, c’est-a-dire x,;,(M) = O,,.

Par 1),le cas général se raméne & une matrice M diagonale par blocs Mj, ..., M,..

On a alors x 4(z) = [ (@ — A\g)™, et comme (M — AI)™ = O, alors x 4(A) = O (chaque bloc s’annule).

Exercice F. Preuve du théoréme de Cayley-Hamilton

1) Par dimension, la famille (z, u(z), ..., u™(x)) est liée.

Donc il existe un plus petit entier naturel p < n tel que (z,u(x),...,uP(x)) est liée.

2) Alors (z,u(z),...,uP~!(z)) est libre, donc u”(z) € Vect(z,u(x),...,uP~(z)) : en effet, un des vecteurs de la
famille (z,u(z), ..., uP(z)) est combinaison linéaire des précédents, et c¢’est donc nécessairement u”(x).

Le sev F est donc stable car u(F) = Vect(u(z), ...,uP(x)) C F et que uP(z) € Vect(x,u(x),...,uP~(x1)).
Comme B est libre, B est une base de F' = Vect(B).

3) On consideére v la restriction de u & F' = Vect(z, u(x), ..., u?~!(x)).

La matrice de v dans la base B est la matrice compagnon M, ot uP(z) = S 1, axu®(z).

—

On sait que y,(X) = X™ — Z?:_Ol a; X7. Donc x,(u)(z) = 0.

o

Or, par a), x, divise x,,, c’est-a-dire x, (X) = Q(X)x,(X). Donc x,(u) = Q(u) o x,(u), donc x, (u)(z) =



