
Opus 06. Intégrales dépendant d�un paramètre

Exercice A. Exemples d�utilisations du théorème de convergence dominée

On pose 8x � 0, f(x) =
R +1
0

e�up
u+ x

du et 8x > 0, L(x) =
R +1
0

e�txp
1 + t

dt (transformée de Laplace)

1) a) Montrer que f est continue sur [0;+1[.

b) Montrer que f(x) s
1p
x
lorsque x tend vers +1.

2) On donne f(0) = �(12) =
p
�: Déterminer un équivalent de L(x) en x = 0+ et en x = +1.

Exercice B. Calcul de l�intégrale de Dirichlet. On pose f(x) =
R +1
0

1� cos t
t2

e�xt dt :

1) Justi�er que supt>0

�
1� cos t

t

�
� 1 et que supt>0

�
1� cos t
t2

�
=
1

2
:

2) Montrer que f est dé�nie et continue sur [0;+1[.

3) Montrer que f est de classe C2 sur ]0;+1[, et que 8x > 0, f 00(x) = 1

x
� x

1 + x2
:

4) Montrer que f et f 0 convergent vers 0 en +1.

5) Déterminer les primitives sur ]0;+1[ des fonctions x 7�! lnx et x 7�! ln(x2 + 1):

On en déduit (admis ici) que 8x > 0, f(x) = x lnx� 1
2
x ln(x2 + 1)� arctanx+ �

2
:

6) Déduire des questions précédentes que
R +1
0

1� cos t
t2

dt =
�

2
:

Exercice C. Pour x et y > 0, on pose I(x; y) =
R +1
0

e�yt � e�xt
t

dt :

1) Justi�er l�existence de I(x; y).

2) Démontrer que
@I

@x
(x; y) =

1

x
et en déduire I(x; y) = ln

�
x

y

�
:

Exercice D:On considère f(x) =
R 1
0

t� 1
ln t

tx dt :

1) Montrer avec soin que f(x) est dé�ni pour tout x > �1:

2) Justi�er que limx!+1 f(x) = 0:

3) Montrer que f est de classe C1 sur ]� 1;+1[, et que f 0(x) = 1

x+ 2
� 1

x+ 1
:

4) En déduire que 8x > �1, f(x) = ln
�
x+ 2

x+ 1

�
:

Exercice E

1) Pour x � 0 et n 2 N�, on pose fn(x) =
1

1 + x+ :::+ xn�1
. Montrer que limn!+1 fn(x) =

(
1� x si x 2 [0; 1]

0 si x > 1

2) On pose In =
R 1
0

dx

1 + x+ x2 + :::+ xn
et Jn =

R +1
1

dx

1 + x+ x2 + :::+ xn�1
.

Déterminer limn!+1 In et limn!+1 Jn:

3) a) (F) En utilisant le changement de variable x = 1 + u
n
, montrer que Jn �

�

n2
, où � =

R +1
0

u

eu � 1 du:

b) Calculer �: On rappelle que
P+1
n=1

1

n2
=
�2

6
:


