Opus 06. Intégrales dépendant d’un parameétre

Exercice A. Exemples d’utilisations du théoréme de convergence dominée

—u —tx
On pose Vz > 0, f(x) = 0+°° ¢ du et Vo > 0, L(z) = [ ¢ dt (transformée de Laplace)

Vu+x 0 vV1+t

1) a) Montrer que f est continue sur [0, +o00].

1
b) Montrer que f(z) ~ — lorsque = tend vers +oo.

NG

2) On donne f(0) = I'(1) = /7. Déterminer un équivalent de L(z) en 2 = 0T et en = +o0.
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Exercice B. Calcul de I’intégrale de Dirichlet. On pose | f(z) = [, 2 e T dt |
. 1 —cost 1 —cost 1
1) Justifier que sup;~q — <1 et que sup;~ —z )~ 73
2) Montrer que f est définie et continue sur [0, +ool.
1 x

3) Montrer que f est de classe C? sur ]0, +oc0l, et que Vo > 0, f’(z) = = — o
x x
4) Montrer que f et f’ convergent vers 0 en +00.

5) Déterminer les primitives sur ]0, +-oo[ des fonctions = — Inx et z — In(z? + 1).

1
On en déduit (admis ici) que Vo > 0, f(z) =zlnz — §:pln(x2 + 1) — arctanz + g

6) Déduire des questions précédentes que f0+°o % dt = g
—yt _ —at
Exercice C. Pour z et y > 0, on pose | I(z,y) = [/ % dt|.
1) Justifier I'existence de I(z,y).
2) Démontrer que gi(:c, y) = é et en déduire I(z,y) = In (5) .
Exercice D.On considére fo ﬁ t* dt |.
1) Montrer avec soin que f(x) est défini pour tout x > —1.
2) Justifier que lim,_, ;o f(z) = 0.
3) Montrer que f est de classe C! sur | — 1, +o0[, et que f/(z) = . —11- 5 7 _11_ T

T+ 2
4) En dédui Ve > —1 =1 .
) En déduire que VY > —1, f(z) n(:ﬂ—i—l)

Exercice E

1 1—zsize|0,]1]

1) Pour z > 0 et n € N*, on pose f,(z) = . Montrer que lim,, oo fn(z) = {

l+z+4...+an ! Osiz>1
dx +o00 dz
2) O I, = t|Jp = .
) On pose | I f01+x—|—:132+...+x” T T e et
Déterminer limy o0 Iy €t limy, oo Jp.
)\
3) a) (%) En utilisant le changement de variable z = 1 + E, montrer que J, ~ —, ol A = f " du.
n e
+o00 1 w?
b) Calculer A. On rappelle que » /™ — = 5
n



