Opus 06 bis. Intégrales de Dirichlet

si sint 1—cost
1) a) Montrer que f0+ T dt converge et que [, ——dt= o —n dt.

sint
b) Montrer que pour a > 0, fo o o dt converge.

c¢) Montrer que pour tout 5 > 1, f sin( tﬁ ) dt converge.

t int
2) On souhaite montrer que fo o ﬂ dt = —. On pose Vz > 0, L(x) = O—I—oo 5171;1 ot gt

a) Montrer que L est continue sur [0, +o00[ et que L est de classe C'* sur ]0, +oc].

t (i—2)t _ 1
Indication : Montrer que L(z) = 0+°° ¢t(2) dt, ou ¢(t) = Im (e) )
i—x
b) Montrer que limy_, 4o L(z) = 0.

1 1
c¢) Montrer que L'(x) = i En déduire que Vz > 0, L(x) = arctan ()
x x

d) Conclure.

int
3) On considére Yz > 0, f(z) = [;7 Slit
X

a) Pour z > 0, mettre f(z) sous la forme cos(x)a(x) + sin(x)b(x).

dt.

b) Montrer que f est continue sur [0, 400 et que lim,_, f(x) = 0.

¢) Montrer que f est de classe C? sur ]0, +oo[ et que Vo > 0, f"(z) + f(z) = —

—tx

d) On pose Va > 0, g(z) = [;7° 1e+ v dt. Montrer que Vz > 0, ¢"(z) + g(z) = —

o t
e) Montrer que Vz > 0, y(z) = f(z). En déduire f+ % t= g

FEN * oo Sinu 1
4) On considére Vn € N*, I, = |, (el 1) duet J, =nd> ;2% 22
i 1
a) Montrer que I,, converge et que I, = 0+°O eus/l% =n Zk L3
b) Montrer que limy, o0 Jy = g
c¢) En déduire f+°° sinu du = g

u

Indications : a) La fonction intégrée est prolongeable par continuité en 0 et est en O, (1/t2).

i 2

sinu 400 u(—k/nti 400 u(—he /ot B 1 o
On a5 = T (S e (H/0) e [ (/o) du_1m<l<:/n—i S
On peut utiliser le th ITT car f0+°° |sinu| e F¥/™ du < f0+°° w ek dy = O(1/k?) lorsque k — 4-00.

dt dt dt 1 du 17
dicap [0 +o00 o0 R
b) Utiliser [\ g SIS o e ot T e = e @t ey
sinw sin u
On a bien Yu > 0, lim,, =

¢) On a bien Yu My, oo e/ D) .

Mais comme l'intégrale limite est semi-convergente, on doit faire une IPP (comme au 2)) avant de pouvoir appliquer

le th de convergence dominée (qui s’applique a des fonctions intégrables).



Corrigé

A
t 1—cost 1 —cost 1— cost
1) a) feA Lm dt = [COS] + feA % dt qui converge vers 'intégrale abs cv f0+°° % dt.
&
i Joo SINT 100 1 —cost
b) Comme au a), on montre que f T dt cv et que [ —a t=af, T dt.
c) Avec t = u'/# bijection C* de ]0, +o00[ sur ]0, +oof, [ sin(tP) dt = 1 rtoo S du
= J ’ 0 ﬂ 0 ulfl/ﬁ .
t (i—z)t _ 1
2) a) Par une IPP, L(z) = 0+°° ¢t(2) dt, on ¢(t) = Im (e) ‘
i—x

On a ¢(0) =0, ¢'(0) =Im(1) =0 et ¢"(¢) = Im (—(i — :L")e(i_x)t).
Par l'inégalité de Taylor-Lagrange, on a |¢(t)] < % li —z| = V14 2.
o) _ V1+a® .

intégrable sur ]0, +o00[. Donc L continue en 0.

Soit @ > 0. On a Vz € [0, q],

2~ t2
int
Montrons que L est de classe C! sur ]0, +o00[. Posons f(t,z) = % et
82
Soit a > 0. On a Vz € [a, +00], o J;(t z)| = |tsin(t) e7¥| < te~' intégrable sur [0, +oo].
int 1
b) On a |2 e~t| < et donc |L(z)| < [;F*° et dt = . donc limy o L(z) = 0.
. 1 1
+oo . — +00  _#(p—
¢) OnaVe >0, L(x) =— [ sin(t) e ™ dt = —Im (fo e~ t=i) dt) =—Im <x—z> = T a2
Donc L(z) = K — arctan(z). Comme lim,,_,;~ L =0, alors K = g
1
D’ou Vz > 0, L(x) = g — arctan(z) = arctan <>
x
d) Comme L continue en 0, L(0) = limy+ L = g
t in(t — in(¢ t
fo 0o S = sin(t — z) ; z) dt = cos(x) f;oo Smt( ) dt — sin(x) f;oo cost( ) dt.
o smt +oo 1 —cost
— Q0 dt.
b Jy T ~|—t O (z+41)?
1- t
On conclut en utilisant la fonction de domination ¢(t) = %. intégrable sur |0, +o00].
sint af sint 0% f 2sint
c) Posons f(t,z) = ol On a 8:c(t x) = Gt e et W(t x) = CET
2sint int ]t t]tee int
Par deux IPP, on a f”(z) = 0+Oo o L _ o - O+OO L
(x+1)3 (x+1)? r+t], x4+t
1
Donc Vz > 0, f"(z) + f(z) = —
x
Autre méthode : On utilise a) et on dérivé deux fois avec Leibniz.

d) Les théorémes sur les intégrales paramétrées permettent de prouver que g est continue sur [0, +oo], de classe
—tx

C? sur ]0, +ool, et que Vo > 0, g"(z) = [,

On aVz >0, ¢"(z) + g(z) = [ e dt =
e) y = (g— f) vérifie (E) : y”" +y = 0 sur |0, +oo[, donc y(z) = Acos(z — ¢).

D’autre part, lim oy = 0, car limyo g = lim; o f = 0. D’out A =0, et ainsi Va > 0, f(z) = g(z).
1

De plus, g est continue en 0 (par continuité des intégrales paramétrées avec domination par o(t) = T3¢

)-

Comme f est aussi continue en 0, on obtient bien f(0) = ¢g(0) = 0+°° T t2 dt = g



