1) On utilise —= = — < a2+
) On utilise - lan| ~ <5l n
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= noo_- <1,
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2) Montrer : — <

1 1 dt
En comparant S,, avec I'intégrale de f :t — ——— décroissante, on a : " < [ —.
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On en déduit In (271 +1
n+1

dt 2n) — 2n) —
3) POSOI’ISCLTL:I2” . na(n)ingangL.
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1
) <> i <In(2). Remarque : Par pincement, lim,_, ;. S, = In2.

On en déduit que a, = O(n!=%) et n'~* = O(a,). D’out }_ a,, converge ssi a > 2.
4) Ona |f(z)| < [f(x) = L+ LI < |f(z) = LI + |L] < |L] + .

2 — — 2 _
5) 1Sk 2’ = (T =) (T ) = T i 5o = Y ol + 2% Re(Z).
On a Re(Zjz) < [Zj2] = |22, done |35y zl” < Sopy sl + 23 [l = (They l2l)?.
Il y a égalité ssi pour tous j < k, Re(zjz;) = [zjzk|, donc ssi pour tous j < k, zZ;jz € RT.

Autrement dit, il y a égalité ssi les z; non nuls ont le méme argument.
2 2 2
Remarque : [|3 gy well” = 2o5oq lokll® + 2205 0p (@ 2n) < (g=y loll)”
avec égalité ssi pour tous j < k, (xj,x;) = ||z;|| ||zx||, donc ssi les xj sont colinéaires de méme sens.
6) On a (|f|— f) >0, donc fab |f(t)] dt > fab f(t) dt, avec égalité ssi | f| — f = 0, c’est-a-dire f positive.
De méme, on a (|f| + f) > 0, donc f; If(t)] dt > — ff f(t) dt, avec égalité ssi f négative.
Donc ‘f; () dt‘ < ff |f(t)| dt, avec égalité ssi f est de signe constant.

7) On suppose pour alléger les ay et z; non nuls.

1D k1 arzkl < D 0hog lawze| < supi<p<n 28] Dop—q lakl-

Il a égalité ssi les agzp ont méme argument (premiére égalité) et si les z; ont méme module.
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Nt < 5 o0 K = |f(@)] +170)| + [ 170 dr

IAt

8) [7 (1) M di = [f(t)

Donc pour A > 0,

Remarque : Attention & bien appliquer de facon méthodique l'intégalité triangulaire.

9) Par Cauchy-Schwarz, \/ S22 e [P pr(e)? dt > 2 a.
Par IPP, fab F@) ") dt = — f f'(t)? dt, car f(a) = f(b) = 0. D’oul I'inégalité.
Il y a égalité ssi f” et f colinéaires, c’est-a-dire f” = \f.

Les solutions s(’annulant en a sont les K sin(w(x — a)), K sh(w(x —a)) et K(x — a).



Les solutions solutions non nulles s’annulant en a et en b sont donc les K sin(w(z —a)), avec w tel que w(b—a) € 72

(on obtient une suite de valeurs possibles, cf solutions des cores vibrantes).

n 2
11) Il s’agit finalement de déterminer A = sup{{%k,flxg), (x1,...,xy) € R non nul}
k=1%k

On va prouver qu’il s’agit d’'un maximum.

On a par Cauchy-Schwarz, (> ;_, xk)2 = (> p_q @ ¥ 1)2 < (Zzzl :c%) Or ) =nd>1 xi

Avec cas d’égalité ssi les x; sont égaux. Donc A = n.

®)(0 1
13) a) On fixe z € C. En prenant ¢(6) = €%, avec 6 € [0,1], on a |p(1) — > 7_, 7 k'( ) < CESY] Sup[g 1] (D),
. 2F Ells R 9 0 Re(z)
Donc eZ_Zkzog < mM ot M = supge[o 1] |e ‘ < max(1,e"°?), car e”* = e’ "%,
! n
’z‘nﬂ 2k too 2"
. . n 5 NIRE 0o
Comme limy,— 400 £ 1) =0, alors limy, 400 > 1o 0= e, c’est-a-dire e = ) "7 o
1)
b) On prend f(t) =1In(1 +¢). On a f*+D(t) = M, donc supg [f(" V] < n!

( ]_)k_ll‘k xn—f—l 1

In(14+xz)—> 5, - T I 0. D’ou le résultat.

Donc Yz € [0, 1], on a donc

14) a) On integre (n + 1) fois la relation A < f*1) < 4 sur [0, z].

Autrement dit, une autre fagon de voir est de considérer R(x) = f(x) — Py(z).

On a R(0) = R'(0) = ... = R1(0) et R" D (z) = "D (z).
On integre (n + 1) fois la relation A < R+Y) < 1 sur [0, z].
0 b N zn-l-l $n+1
i — < < .
n obtient RSN _R(x)_ﬂ(n+1)!

b) On part de f(z) = f(0) + fox f/(t) dt, et on effectue n intégrations par parties successives.

On intégre 1 en (t — x) puis en (¢t — x)?, etc : on choisit toujours la primitive qui s’annule en x.
T t— k ! T t— "
Done [ f/(t) dt = Sy (~1)! [ﬂf@)(t)} ¥ <—1>"f0 E= " pon ) ae,
! 0 !
k
On obtient bien f(z) = f(0)+ > p_; Z‘ )+ f f(”+1)( t) dt.

On retrouve l'inégalité de Taylor-Lagrange en utilisant I'inégalité d ela moyenne :

fox (.I —'t)nf(nJrl <f0

Pour z > 0, les (z — t) sont > 0, donc :

dt> SUP(0,4] ‘f (n+1) ‘

n!
. —H" . n n+1
On obient fo (z 1) dt = |, % du = h On procéde de méme pour z < 0.
16) a) Résulte de f(z) = O(2?).
"
b) Par Taylor-young, on peut ptolonger ¢(x) = Lg) par continuité en 0, avec ¢(0) = / 2(0)
x

On obtient alors un fonction ¢ continue sur [—1, 1], donc majorée par un réel k£ D’ou le résultat.

1
Remarque : En utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange, on peut prendre k = 5 SUP[-1,1] I



k
17) Par hypothese, il existe k tel que Vo > xg assez grand, |f(z)| < —5-
T

done g(z) = Oy G) .

k
Donc pour x > xg, on a [z,2x] C [zg, +00], donc |g(z)| < fiaj — dr = 2
x x
18) Soit € > 0. Pour n > p assez grand, |a,| < b,
Donc V& > p, |A,| < |Ap| +e(Bn — Bp) < |Ap| + €By,.

Pour n assez grand, |A4,| < eB,, car lim,, .+ B, = +00. Donc |A,| < 2¢ pour n assez grand.

19) a) On étudie la fonction ¢(z) = f(x) — f(m) — (z —m) f'(m) : on a p(m) = ¢'(m) =0 et ¢ >0, donc ¢’ est

< 0sur R™ et >0 sur RT, d’out on déduit ¢(z) > »(0) pour tout = € R.

b) On applique a) a exp et & x — —In(1 + ). En fait, les deux inégalités se déduisent I'une de P'autre.

x x
c) Par positivité des termes, il suffit de prouver que V € [0,n[, 1+ = <eTet e ® >1— —.
n n

20) &) On a f(zx) > f(m) — (x — m)f'(m).

1
Donc =Y 1 f(zx) > f(m) — 0, car la valeur moyenne des (x — m) vaut 0.
n

1
b) On applique I'inégalité précédente & —In. On a donc — >"}_, In(zy) < In(m).
n



