
Opus no5. Inégalités

A. Une inégalité classique

Pour tous réels x et y, on a jxyj � 1

2
(x2 + y2):

1) Montrer que si la série
P
a2n converge, alors la série

P janj
n

converge.

B. Sommations des inégalités

2) Montrer :
1

2
�
Pn
k=1

1

k + n
� 1, puis le meilleur encadrement : ln

�
2n+ 1

n+ 1

�
�
Pn
k=1

1

k + n
� ln (2) :

3) Soit � > 0. Montrer (à l�aide d�évaluations �grossières�) que
PR 2n

n

dt

t� + 1
converge ssi � > 2:

C. Inégalités triangulaires (avec cas d�égalité) et inégalités de la moyenne

Principe fondamental : On a jx+ uj � jxj+ juj et jx+ uj � jxj � juj :

Exemple : Dans C, si 8k, jak � bkj � "k, alors j
Pn
k=1 ak �

Pn
k=1 bkj �

Pn
k=1 "k.

Exemple : Dans C, ja0 + :::+ anznj � janznj �
���Pn�1

k=0 akz
k
��� :

4) Montrer que si jf(x)� Lj � ", alors jf(x)j � jLj+ ":

5) Evaluer j
Pn
k=1 zkj

2 dans C: En déduire j
Pn
k=1 zkj �

Pn
k=1 jzkj en précisant les cas d�égalité.

Remarque : Généraliser à tout espace E euclidien : k
Pn
k=1 xkk �

Pn
k=1 kxkk ; cas d�égalité ?

6) Déterminer les cas d�égalité dans
���R ba f(t) dt��� � R ba jf(t)j dt, avec f : [a; b]! R continue et a < b.

7) (|) Soit (a1; :::; an) 2 Cn. Montrer les inégalités de la moyenne et déterminer les cas d�égalité :

8(z1; :::; zn) 2 Cn, j
Pn
k=1 akzkj � sup1�k�n jzkj

Pn
k=1 jakj et j

Pn
k=1 akzkj � sup1�k�n jakj

Pn
k=1 jzkj :

8) Soit f : [a; b]! C de classe C1: Montrer que lim�!+1
R b
a f(t) e

i�t dt = 0:

D. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tout produit scalaire sur E, on a hf; gi2 � kfk2 kgk2, avec égalité ssi f et g sont colinéaires.

Exemple : Pour tous réels,
Pn
k=1 jxkykj �

qPn
k=1 x

2
k

qPn
k=1 y

2
k en considérant (jxkj)0�k�n et (jykj)0�k�n:

9) Soit f : [a; b]! R de classe C2 véri�ant f(a) = f(b) = 0:

Montrer que
R b
a f

0(t)2 dt �
qR b

a f(t)
2 dt

qR b
a f

00(t)2 dt: Préciser les cas d�égalité.

10) (F) Soit f : [0; 1]! R de classe C1 véri�ant f(0) = 0:

Montrer que
R 1
0

�
f(x)

x

�2
dx � 2

R 1
0

f(x)f 0(x)

x
dx. En déduire

R 1
0

�
f(x)

x

�2
dx � 4

R 1
0 f

0(x)2 dx.

E. Optimisation



11) (|) Déterminer la meilleure constante A telle que 8(x1; :::; xn) 2 Rn, (
Pn
k=1 xk)

2 � A
Pn
k=1 x

2
k:

12) (F) On note E = ff 2 C1([a; b];R) j f(a) = f(b) = 0g:

Déterminer la plus petite constante K tel que 8f 2 E,
R b
a jf(t)j dt � K sup jf 0j :

Indication : Faire intervenir c =
1

2
(a+ b) et utiliser l�IAF.

F. Inégalité de Taylor-Lagrange et DSE

Inégalité de Taylor-Lagrange :

�����f(x)�Pn
k=0

f (k)(0)

k!
xk

����� � jxjn+1

(n+ 1)!
supt2[0;x]

��f (n+1)(t)�� :
Le cas n = 0 correspond à l�inégalité des accroissements �nis : jf(x)� f(0)j �M jxj, où M = sup(0;x] jf 0j :

13) Utilisations de l�inégalité de Taylor-Lagrange dans les développements en série entière.

a) Montrer que 8z 2 C, ez =
P+1
n=0

zn

n!
: Indication : Considérer '(�) = e�z, avec � 2 [0; 1]:

b) Montrer que 8x 2 [0; 1], ln(1 + x) =
P+1
n=1

(�1)n�1xn
n

:

En particulier, ln 2 =
P+1
n=1

(�1)n�1
n

= 1� 1
2
+
1

3
� 1
4
+ :::

14) a) On suppose � � f (n+1) � � sur [0; x]. On pose Pn(x) =
Pn
k=0

f (k)(0)

k!
xk

Montrer (par une étude de fonction) que �
xn+1

(n+ 1)!
+ Pn(x) � f(x) � �

xn+1

(n+ 1)!
+ Pn(x):

Montrer (par une étude de fonction) que �
xn

n!
+ Pn(x) � f(x) � �

xn

n!
+ Pn(x):

Remarque : On peut en particulier retrouver l�inégalité de Taylor-Lagrange.

La preuve la plus classique consiste à utiliser la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral :

b) Montrer que f(x) = Pn(x) +
R x
0

(x� t)n
n!

f (n+1)(t) dt: En déduire l�inégalité de Taylor-Lagrange.

15) Formule de Taylor-Lagrange (hors-programme) généralisant le TAF (cas n = 0) :

Déduire de 14) avec le TVI qu�il existe y 2 [0; x] tel que f(x)� Pn(x) =
xn+1

(n+ 1)!
f (n+1)(y).

G. Inégalités locales et inégalités globales

16) Soit f : [�1; 1]! R de classe C1. On suppose que f(0) = f 0(0) = 0:

a) Montrer qu�il existe k tel que f(x) � kx2 au voisinage de 0, c�est-à-dire sur un intervalle [��; �], avec � > 0:

b) Montrer qu�il existe k tel que la parabole y = kx2 est au-dessus du graphe de f sur [�1; 1]:

Indication : Considérer la fonction continue ' : x 7�! f(x)

x2
(prolongeable par continuité en 0):

17) Montrer que si f(x) = O+1

�
1

x2

�
, alors g(x) =

R 2x
x f(t) dt véri�e g(x) = O+1

�
1

x

�
:

18) Sommation des relations de comparaisons. On suppose an = o (bn) et 8n 2 N, bn � 0:



On pose An =
Pn
k=0 ak et Bn =

Pn
k=0 bk: Montrer que si limn!+1Bn = +1, alors An = o (Bn).

Retrouver le théorème de Cesàro.

H. Inégalités de convexité

On suppose f 00 � 0. On dit que l�application f est convexe.

19) a) Montrer que f(x) � f(m) + (x�m)f 0(m) : la courbe est au-dessus de ses tangentes.

b) Montrer que 8x 2 R, ex � 1 + x et 8x > �1, ln(1 + x) � x:

c) Montrer que 8n 2 N�, 8x 2 [0; n[,
�
1 +

x

n

�n
� ex �

�
1� x

n

��n
:

20) a) En prenant m =
x1 + x2 + :::+ xn

n
dans 19) a), montrer que f

�
x1 + x2 + :::+ xn

n

�
� 1

n

Pn
k=1 f(xk):

b) En déduire l�inégalité arithmético-géométrique : Pour xk > 0,
x1 + x2 + :::+ xn

n
� (x1:::xn)1=n:


