Opus n°5. Inégalités

’A. Une inégalité classique‘

1
Pour tous réels x et y, on a |zy| < §(x2 +9?).

. L. - Qp,
1) Montrer que si la série > a2 converge, alors la série |n converge.

’B. Sommations des inégalités‘
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2) Montrer : 5 <> i ; —— <1, puis le meilleur encadrement : In < nt <In(2).

< n
k+n n+1>_2k1

3) Soit a > 0. Montrer (a 'aide d’évaluations “grossiéres”) que fjn converge ssi a > 2.

t*+1

’C. Inégalités triangulaires (avec cas d’égalité) et inégalités de la moyenne‘

Principe fondamental : On a |z 4+ u| < |z|+ |u| et |z 4+ u| > |z| — |u].

Exemple : Dans C, si Vk, |ag, — by| < eg, alors > 0 ar — Y oy br| <D py €k

Ezemple : Dans C, |ag + ... + anz"| > |an2"| — ’ZZ;é akzk‘ .

4) Montrer que si |f(x) — L| <e¢, alors |f(x)| < |L| + €.

5) Evaluer |Y7_, z|* dans C. En déduire |37, 2| < 27, || en précisant les cas d’égalité.
Remarque : Généraliser a tout espace E euclidien : || "7, zxl| < D 7, ||zkl ; cas d’égalité ?

6) Déterminer les cas d’égalité dans ‘fab f(®) dt’ < f: |f(t)] dt, avec f :[a,b] — R continue et a < b.
7) (%) Soit (ai,...,an) € C". Montrer les inégalités de la moyenne et déterminer les cas d’égalité :
V(21,0 2n) € C", 34y anzk] < subrcpen 2l Doy lakl et 320 arzk] < supicpey lanl 25—y 2] -

8) Soit f : [a,b] — C de classe C'. Montrer que limy_, ;o ff f(t) e dt = 0.

’D. Inégalité de Cauchy—Schwarz‘

Pour tout produit scalaire sur E, on a (f, g>2 <|f ||2 ||9||2, avec égalité ssi f et g sont colinéaires.

Exemple : Pour tous réels, > p_; [xpyr| < \/2221 xz\/zzzl y2 en considérant (|zx|)o<k<n €t (|Yk|)o<k<n-

9) Soit f : [a,b] — R de classe C? vérifiant f(a) = f(b) = 0.

Montrer que ff f(t)? dt < \/f; f(t)2 dt\/ff f(t)? dt. Préciser les cas d’égalité.
10) (%) Soit f :[0,1] — R de classe C* vérifiant £(0) = 0.

2 / 2
Montrer que fol <f(;)> dzx < 2[01 f(:lr)xf(a:) dz. En déduire fol <f§cx)> dx < 4f01 f(z)? dz.

E. Optimisation |




11) (&%) Déterminer la meilleure constante A telle que V(z1,...,xzn) € R, (31, z)? < AYh R
12) (%) On note E = { & C'([a, b, R) | f(a) = f(b) = O}.
Déterminer la plus petite constante K tel que Vf € E, fab |f(®)| dt < K sup|f'|.

1
Indication : Faire intervenir ¢ = 5(@ +b) et utiliser I'TAF.

F. Inégalité de Taylor-Lagrange et DSE‘

F®(0 Lt
( S (lztrl)!s“pte[o,m |F )]

Inégalité de Taylor-Lagrange : | f(xz) — > p_q
Le cas n = 0 correspond a l'inégalité des accroissements finis : [f(z) — f(0)| < M |z[, ou M = sup g4 | ']

13) Utilisations de linégalité de Taylor-Lagrange dans les développements en série entiére.

TL
a) Montrer que Vz € C, e* = :lro% Z_. Indication : Considérer ¢(#) = %%, avec 6 € [0, 1].
(_1)n—1$n
b) Montrer que Vz € [0,1], In(1 +z) = S ~—~— .
n
—1)nt 11 1

En particulier, In2 = Zi'i (71 =1- B + 371 + ..

(n+1 n f(k)(o) k
14) a) On suppose A < 1) <y sur [0, 2]. On pose P,(z) = > 7, @

$n+1 xn+1

Montrer (par une étude de fonction) que )\m + P,(z) < f(z) < M(n N + P, (x)

n n

Montrer (par une étude de fonction) que )\x—' + Py(z) < f(z) < M£ + P,(z).
n! n

Remarque : On peut en particulier retrouver [’inégalité de Taylor-Lagrange.

La preuve la plus classique consiste & utiliser la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral :

ontrer que )+ t. En déduire I'inégalité de Taylor-Lagrange.
b) M f(z N f("+1) dt. En déduire I'inégalité de Taylor-L
n!

15) Formule de Taylor-Lagrange (hors-programme) généralisant le TAF (cas n = 0) :
xn+1

(n+1)!

Déduire de 14) avec le TVI qu’il existe y € [0, z] tel que f(x) — Py(x) = FOD(y).

’G. Inégalités locales et inégalités globales‘

16) Soit f : [—1,1] — R de classe C*°. On suppose que f(0) = f'(0) =
a) Montrer qu’il existe k tel que f(z) < kx? au voisinage de 0, c’est-a-dire sur un intervalle [—a, o], avec a > 0.

b) Montrer qu’il existe k tel que la parabole y = kx? est au-dessus du graphe de f sur [—1,1].
f(=)

Indication : Considérer la fonction continue ¢ : z — “—5= (prolongeable par continuité en 0).
x

1

1 x
17) Montrer que si f(z) = Ot <$2> alors g(x f2 f(t) dt vérifie g(x) = O40o (x) .

18) Sommation des relations de comparaisons. On suppose a, = o0 (b,) et ¥n € N, b, > 0.



On pose A, = > }_ar et By, =Y ;_,bx. Montrer que si lim, o By, = +00, alors A, = 0 (By).

Retrouver le théoréme de Cesaro.

’H. Inégalités de convexité‘

On suppose f” > 0. On dit que Papplication f est convexe.
19) a) Montrer que f(z) > f(m) + (x — m)f'(m) : la courbe est au-dessus de ses tangentes.
b) Montrer que Vz € R, e > 1+ z et Vo > —1, In(1 + z) < .

c¢) Montrer que Vn € N*, Vz € [0,n], (1 + %)n <e* < (1 - E) .

n

r1+ 22+ ...+ Ty
n

r1+xT2+ ...+ Ty
n

20) a) En prenant m = dans 19) a), montrer que f <

) < 2 i flo)

r1+ T2+ ...+ Ty

> (21...2,) Y.
- > (z1.-7n)

b) En déduire l'inégalité arithmético-géométrique : Pour zj > 0,



