Opus 05 bis. Fonctions convexes. Corrigé abrégé

1) Supposons a < b < ¢. On écrit b comme valeur moyenne de a et de ¢ :

b= (1—XNa+ Ac, avecA—L>0€t1—A— c=b
c—a c—a
Lorsque b décrit |a, [, A décrit |0, 1].
On en déduit que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Y(z,y) € I2, YA € [0,1], f(Az + (1 = A)y) < Af(z) + (1= ) f(y)
b —
(ii) V(a,b,¢) € I, a < b < c= f(b) < z_—af(a) + 2= Zf(c)
—b b—
Et f(b) < ¢ fla)+ af(c) s’écrit aussi A(a,b) < A(a, ¢), qui équivaut a A(a,c) < A(b,c).
c—a c—a
Remarque : A(a,c) est compris entre A(a,b) et A(b, ), car Aa,c) = — aA(a, b) + — bA(a, b).
c—a c—a

2) a) On a Vx €]a, b, A(a,z) < A(a,b) donc f(z) < L(x).
On a Vzx €] — 00,al, A(z,a) < A(a,b) donc f(z) > L(z).
Et Vz €]b, +o0|, A(a,b) < A(a,b) donc f(x) > L(x).

b) Supposons f majorée. Alors toute droite d’interpolation est aussi bornée (car bornée sur [a,b] par Weierstrass

et bornée sur R\ [a,b], car L < f). Donc la droite est constante et A(a,b) = 0 pour tous a < b.
3) a) Les pentes de f sur [a, b] sont minorées par A(a,a) et majorées par A(b, ).

Donc f est lipschitzienne sur [a,b] car les pentes de f y sont bornées.

b) Soit z intérieur a I. Il existe € > 0 telle que [zg — &, 29 + €] C I. Par a), f continue en z.
La fonction = —— A(z,x) est croissante sur |xg — &, zo[ et majorée par A(xg, xg + €).

Par le th de la limite monotone, il existe f;(wo) = limg .z, A(z, z0).

De méme pour la dérivée & droite.

c¢) On considére f : [0,1] — R telle que f(0) = f(1) =1 et f(x) = 0 sinon.

4) (i) = (ii) : Pour a < x < b, on a A(a,z) < A(a,b) < A(z,b).

En faisant tendre x vers a™, on obtient f'(a) < A(a,b).

En faisant tendre z vers b~, on obtient A(a,b) < f/(b)..Donc f'(a) < f'(b).

lz_ [ laf |
(ii) = (iii) : Etude de la fonction ¢(z) = f(z) — f'(a)(z —a) : | o' (z) | — [0 | + |
p) [ N[O] /S

(iii) =(i) : Par le TAF, pour a < b < ¢, A(a,b) = f'(z) < f'(y) = A(b,c), on x € [a,b] et y € [b,].
5) a) On choisit la pente m de L de sorte que fi(a) <m < fi(a).

b) On peut se ramener au cas ou les a; sont strictement positifs et les x; distincts.

On peut supposer n > 2, le cas n = 1 est immédiat.

Alors p appartient a l'intérieur de i. Il existe par a) une droite L telle que f > L.

On a alors f(x;) > L(x;), donc oy f(x1) + aaf(z2) + ... + anf(zn) > a1 L(z1) + agL(ze) + ... + ap L(xy).

Comme L est affine, a1 L(x1) + asL(x2) + ... + anf(xn) = (1 + az + ... + ap) L(p).

arf(x) + aaf(x2) + ... + anf(an) B
P I— > L(p) = f(p)-

6) a) exp est convexe, donc au dessus de sa tangente en 0

On en déduit

z — In(1 4 x) est concave donc en dessous de sa tangente en 0.



sin est concave sur [0, 7], donc en dessous de sa tangente en 0 et au dessus de sa corde sur [0, %] .
b) sin est concave sur [0, ], donc % sin(z) + 1 sin(y) + 3 sin(z) <sin(3(z 4y + 2)) =sin(3) = §
¢) (Inln)’ < 0, donc Inln est convace, d'ott 4 Inlnk + 3 Inln(n — k) < Inln (in).
7) a) On pourrait utiliser 5) b) avc les sommes de Riemann.
Le plus simple est de reprendre la preuve du 5) b) en prenant p = fol g(t) dt.
1 1 1
Ona [y fg(t)) dt > [y Lig(t)) dt =L (fy g(t) dt) = L) = f(n).
b) De méme, avec = E(X), on a E(f(X)) > E(L(X)) = L(E(X)) = f(E(X)).
8) On peut supposer 1, ..., Ty strictement positifs.

Comme In” < 0, alors In est concave (c’est-a-dire — In convexe).
Inzy +Inzs +... +1Inz, < + 204 ...+ 1z

On a donc

. On conclut avec exp croissante.
n n

9) On peut supposer u et v strictement positifs.

1 1 1 1
Par concavité de In, on a : In — In(u?) + — In(v?) < In (up + vq) .
p q p q

1 1
En conposant par exp, on obtient uv < —uf + —v9.
p q

b) On suppose les x; non tous nuls et les y; non tous nuls.

i (el N 1 il )
On pose u; = —— et v; = . Par a), on a w;v; < ~ - T L .
I, p \llzll, g \ llyll
Ayl 1 1
En sommant, on obtient Y, M < —x14—x1=1.D’ou le résultat.
]l Iyl — P q

10) Soient x et y € R.

Posons pour tout n € N*, A,, = {2]1, 0<k<L n”} . Par exemple, A1 = <0, %, 1} .

On montre par récurrence sur n € N* que VA € A, f(Az + (1 —N)y) < Af(x) + (1 —X)f(y).
On utilise le fait que si A = 2n—]11 € Apy1, alors :

- soit k est pair et A € A,

1<k:—1 k+1> k—1  k+1
, avec € A,.

- soit k est impair, et A = 3 on + on on et on
Ainsi, on a donc Vn € N*, VA € A, f(Az+ (1= Ny) < Af(z) + (1 — N f(y).
[27A]
A
2n <
Comme f est continue, on obtient f(Az + (1 — A)y) < Af(z) 4+ (1 — X)f(y). Donc f est convexe.

Or, tout réel A € [0,1] s’écrit A = limy,—, 400 Ap, OU Ay =

11) On a Vn € N, 2z, < x,—1 + xp41 donc (x,41 — ) est croissante.

Par le th de la limite monotone, il existe donc L = limy,— 400 (Tn41 — Tn) € RU {+00}.

a) Par Césaro, lim, 4o % = L. Comme z, = O(n), alors L € R. D’ou z,, ~ nL.

b) Avec a) et x, = O(1), on a donc L = 0.

Donc (zp+1 — o) < 0, c’est-a-dire (up)nen décroissante. Minorée, (zy,)n,en converge donc.

c) On axp — 9 = Zﬁ;t(xn — Zp—1). Donc (x, — xn_1)1<n<p change de signe.

Comme elle est croissante, il existe ¢ tel que x, — x,—1 <0 pour n < get x, —x,—1 > 0 pour ¢ <n < p.

On en déduit que g > x1 > ... > 24 et 4 < xg41 < ... < 2. Dot le résultat.

Remarque : Propriétés analogues pour une fonction convexe : par exemple, si f : [0,1] — R est convexe et

f(0) = f(1), car f(z) < f(0) = f(1), car f est en dessous de la corde sur [0, 1].



