Opus 05. Intégrations par parties et transformée d’Abel. Corrigé.
1) a) ¢’ est intégrable car [["|g'| = ['(—g') = g(a) — g() qui converge en +00).
Comme F est bornée, alors F'g' = O(|¢|), donc F¢' est intégrable.

b) On prend F(z) = [ f(¢) dt. En intégrant par parties, [ f(¢)g(t) dt = [F( — [T F(t
On a l1mx_>+oo[F(t)g(t)]a = 0. D’autre part, Fig’ est intégrable, donc il existe a fortlon 11mx—>+oo fa F(t )g’(t) dt.

On en déduit qu'il existe lim, oo [ f(t)g(t) dt.

2) a) Comme f est intégrable, alors F' converge en +oo (car  — [ F’ converge), donc F est bornée.

En effet, toute fonction continue sur |[a, +oo[ et convergente en 400 est bornée.
Autre preuve : Avec F(z) = [7 fona |:|fmf|§fm|f]§f+°°
b)Ona F(x+1T)— F(:L’) = fx+T fo ) dt = 0. Donc F est T-périodique donc bornée.

X
En effet, toute fonction continue sur [a, +oo[ et T—perlodlque est bornée (et atteint ses bornes).

3) On applique a) avec g(t) =t~ et f(t) = sint.

4) Toute fonction périodique f de moyenne m s’écrit f(z) =m + fo(z), ou fy est T-périodique de moyenne nulle.
On a mf()dt dt—i—fxfo()dt.
x fo(t)
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Il résulte de 1) et 2) b) que T — dt converge (on prend ici g(t) = Z)

= f(t)
t
5) On pose A_; = 0. L’idée naturelle est d’exprimer les aj, en fonction des Ax. On a donc :

Sr o arus = Sop_o(Ax — Ap_1)uk = S Apur — S peo Ar—1ug = Sop_o Avtk — S hZp Akt
Donc on obtient Y ;g apur = unA, + EZ;& Aguy — ZZ;& Apupi1 = unAy — Z;é Ap (U1 — ug).

Donc z +— f dt converge ssi x — fl — dt converge, donc ssi m = 0.

Autre méthode (moins élégante) : On peut aussi raisonner par récurrence (puisque la formule est donnée).

En effet, posons w,, = u, A, — ZZ;& Ag(ugr1 — ug). On a wy = aguyg.

Et on a wpy1 — wp = (Unt14n+1 — Undy) — Ap(Unt1 — Up) = Unt+1(An+1 — Ap) = Up4+10p+1. D’ott le résultat.

6) On a Ay (upsr1 —ux) = O(ugy1 — ug), et la série a termes positifs > (ugr1 — ug) converge (car (uy,)pen converge).
Donc la série Y Ap(urs+1 — ug) converge absolument.

D’autre part, limy, 400 Anun, = 0, car (4, )nen est bornée et que (uy)nen converge vers 0.

Donc lim;, . 1 (unAn — ZZ;& Ak (ugy1 — uk)) = Z;;Og Ak (U1 — ug).

Donc il existe limy,— oo D p—g QkUk, €t on a > 720 apup = S 120 Ap(ugr1 — ug).

7) Soient 6 € R\ 27Z et o > 0. On applique 2) avec u, = n"% et a, = ¢™? (pour n > 1).

La suite (uy)nen est bien décroissante et converge vers 0. Il reste & prouver que (A, )nen est bornée.
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8) L’idée est de faire une transformation d’Abel (avec R, = L — A,, et u, = 1). On peut refaire le calcul direct :

Ona Y okay =S¢ k(Re1 — Ri) = S 0o (k+ 1) Ry — 7 kR, = Y725 Ry — nRy,.

Ainsi, on a |0 kap = Y728 Ry — nRy | (%)

Or,on a |A,| = ‘Zk lelk(" =

Donc (Ap,)nen est bornée.

- Supposons que Y  na, converge.

OnanRy, =7  nap < Y12 . kay qui tend vers 0 comme reste de la série S nap,.

Donc limy,—, oo nRy, = 0, et on en déduit (par (%)) que > R, converge et que Z:i% na, = :ﬁ% R,.

- Supposons que Y R, converge. Alors Y ;o kap < ZZ;% R <S8 Ry,

Comme les kaj, sont positifs, on en déduit que ) na, converge. On peut alors appliquer ce qui précéde et conclure.

Variante : (Rp)nen est décroissante, donc R, =0 () : cf cours. On en conclut que S nan, = Y% R,



