Opus 05. Intégrations par parties et transformations d’Abel
Rappel : f intégrable sur [a, 00| ssi f;roo |f(t)] dt < +oo. Dans ce cas, f;oo f(t) dt est (absolument) convergente.

Avertissement (selon le principe de précaution afin de prévénir une erreur fréquente et fatale) : On ne peut pas prouver
la convergence d’une intégrale par une simple majoration de ‘ f; g(t) dt} . en effet, la primitive G :  +— ff g(t) dt

peut étre majorée sur [a, +0o[ sans converger en +oo !l (mais, si g est positive, G croit et converge ssi G est majorée).

Intégration par parties

Soient f et g : [a, +0o[— R continues. On pose F(z) = [ f(t) dt.
F bornée

1) On suppose
g de classe C!, décroissante et convergeant vers 0 en +o0o (et donc positive)

a) Montrer que ¢’ est intégrable sur [a, +00[.. En déduire que F'¢’ est intégrable sur [a, +00].

b) Montrer que f(;roo f(t)g(t) dt existe, c’est-a-dire qu'il existe limy o0 [ f(2)g(t) dt.

2) Montrer que 'hypothése F' bornée est vérifiée notamment dans les deux cas suivants :

a) f est intégrable sur [a, +00[, ¢’est-a-dire fjoo |f(t)| dt < +o0.

b) f est périodique de période T' et de moyenne nulle (on montrera d’abord que F' est T-périodique).

Rappel : La valeur moyenne de f est la valeur moyenne de f sur tout segment [z, x + T, ¢’est-a-dire % f;+T f(t) dt.

sint
3) Justifier que pour tout a > 0, 'intégrale f:oo o dt existe.

+o00 f(t)

4) (%) On suppose f est périodique de période T. Montrer que fl 5 dt existe ssi f est de moyenne nulle.

Indication : Poser f(t) =m+ g(t), ot m = % fOT f(t) dt. Ainsi, g est T-périodique de moyenne nulle. Utiliser 2) b).

Transformation d’Abel

La transformation d’Abel est aux sommes ce que l'intégration par parties est aux intégrales.

Soient (an)nen €t (un)nen deux suites de nombres complexes. On pose |[Vn € N, A, = > 7 ap |

5) Montrer que, pour tout n € N, | S0_o apug = unAn — Sop—g Ap(upi1 — ug) |

Indication : La preuve la plus élégante consiste & partir du terme »;_ axu et de Pécrire sous la forme :
oo @kt = Yo Ak — Ap—1)ur = 2ok_o Arur — 2j—o Ak—1up = ...

6) Régle d’Abel.

On suppose que (Ay,)nen est bornée et que (uy,)nen est réelle, décroissante et convergeant vers 0.

En utilisant 5), montrer que la série Y  a,u, converge.

Indication : Justifier que ) Ay (ug4+1 — ug) converge absolument.
ind

7) Soient 6 € R\ 27Z et o > 0. Montrer que la série )

— converge.
n
_1)»
Remarque : Le cas est connu lorsque 6 = 7, puisqu’il s’agit de la série de Riemann alternée > %
n

Remarque : En revanche, si § = 0 modulo 27, la série converge ssi o > 1.

8) Espérance d’une v.a. a valeurs sur N. Soit (ay)nen une suite de réels positifs telle que > a,, converge.

On pose R,, = ;‘:X;LH aj.
Montrer que Y R,, converge ssi »_ na, converge, et que dans ce cas, :i% na, = :i% R, |

Indication : Montrer (par un calcul direct) que Y7o kay = S.7-0 Ry — nR,,, et comparer nR,, et Y > 41 kayg.



