Opus 04. Racines de polynémes. Corrigé abrégé.
Polynémes scindés a racines simples

1) On a deg P =n — 1 et le coefficient dominant de P vaut 2n (on utilise le binome).
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Or, P(2) = 0ssi z # 1 et (Z+1) ~ 1.
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On en déduit que, pour 1 < k <n —1, les z; = —2icotan (77) sont des racines de P.
n

Comme cotan décroit strictement sur |0, 7], elles sont distinctes. D’ou P(X) = 2n 121 (X — z).
2) (c¢f cours) On résout P(z) = P'(z) = 0. On trouve qu'il n’y a aucune solution. D’ou le résultat.

3) X2+ X +1=(X—j4)(X —7) divise le polynome réel P(X) = X" + X" + 1 ssi P(j) = 0.

Or, P(j) =3sin €3N et P(j) =0 sinon. D’ou la CNS : 3 divise n.

4) a) Les racines communes sont nécessairement parmi les zj.

On suppose ici les my > 1. Le nombre de racines communes est donc >, _;(my — 1) =n —r.

b) 1l s’agit d’une question d’oral “classique”. Posons n = deg P.

P’ divise P ssi P et P’ admettent (n — 1) racines communes, donc ssi 7 = 1, avec les notations de a).
Exemple de transformations algébriques de polynémes complexes

5) a) Pour tenir compte des ordres de multiplicité, il faut mieux procéder a l’aide de la factorisation :
P(X) = A]p_1(X — z), donc Q(X) = P(X —a) = A[[-1(X — (2 + @)).

Donc les racines de @) sont les translatés de o des racines de P (avec les mémes ordres de multiplicité).
b) Terminologie : M(X) = ap + an—1X + ... + a7 ' X + al X est appelé image miroir de P(X).

Ona M(z2) =an+ ap—12 + ... + apz" = z”P(%) pour tout z € C*.

En posant P(X) = A[p_;(X — 2;), on a donc M(z) = Az" [],_; (2 — 2;) pour tout z € C*.

Comme X (% — 2z;) = (1 — 2,X), on en déduit M (X) = A[[}_; (1 — z.X).

Donc les racines de M sont les inverses des racines de P (avec les mémes ordres de multiplicité).

a

c) > ory i est la somme des racines de M(X) = apX" + a1 X" ! + ..., donc >} i —
ap

6) a) Soit z une racine de P. On a alors P(z%) = P(2)P(z — 1) = 0.

Ainsi 22, puis 2%, 2%,... sont racines de P. Ainsi, les 2(2*) sont racines de P pour tout k € N.

Mais P admet un nombre fini de racines. Donc z =0 ou |z| =1 (sinon, les 2 seraient distincts).



b) On a P((1+ 2)?) = P(1 + 2)P(z) = 0. Donc (1 + 2)? est racine de P.
On ne peut pas avoir z = 0, car 1 = (1 + 0)? serait racine, et donc 4 = (1 + 1)? le serait.
Donc toute racine est de module 1. Donc |z| =1 et aussi |z 4+ 1| = 1.

Donc z appartient a lintersection des cercles de rayon 1 et de centres 0 et -1. Donc z € {7, 52}.

Remarque culturelle : 11 suffit ensuite de faire la “syntheése”.
En effet, P € C[X] supposé non nul est de la forme P(X) = A\(X — 7)"(X — 7%)™.
En réinjectant dans I'équation P(X)P(X — 1) = P(X?), on obtient A = 1 et n = m. On en conclut que les seuls

polynémes non nuls vérifiant P(X)P(X — 1) = P(X?) sont les P(X) = (X2 + X +1)", oun € N.
Majoration des racines

7) On a |2]" = |an—12""1 + ... + a1z + ao| < |an—1| |2|"" 1 + ... + |a1] |z| + |ao| par Dinégalité triangulaire.

Donc |2|" < m(|z|" "t 4 ... + 2| + 1).
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Si |z| <1, l'inégalité demandée est immédiate. Sinon, |z]" < m d'ou |z] <1+ m.

Racines réelles (d’un polynome réel)

8) a)OnaP(—-1)=-t<0,P0)=1>0,P(1)=2—-t<0etlimyo P =-+oc0>0.

Par le TVI, P admet trois racines réelles «a;, 8, v vérifiant -1 < a <0< g <1 <.

b) Par degré, ce sont les seules racines, et a+ 3+ = ¢ par les relations entre coefficients et racines d’un polynéme

scindé. Comme « et 3 appartiennent a [—1, 1], alors v =t + O(1) lorsque t — +o0.

A fortiori, y(t) ~ t lorsque t — 4o0.

9) a) (cf cours)

- Lorsque p > 0, P est strictement croissante et admet une unique racine réelle. On a bien 4p> + 27¢® > 0.
- Lorsque p = —3a? < 0, alors P’ s’annule en —a et +a.

Par un tableau de variations, P admet trois racines réelles distinctes ssi P(—a)P(a) < 0.

On obtient alors la CNS : (—2a® + ¢)(2a® + q) < 0, c’est-a-dire 4p3 + 27¢% < 0.

b) Avec o = —3a, on a P(X) = Q(X — o) = X3 + pX + ¢ car les termes en X? s’éliminent.

Or, @ admet 3 racines réelles distinctes ssi P admet 3 racines réelles distinctes. D’ou la CNS du a).
10) On note que pour tout k € [0,n — 1], R® (1) = R*®)(—1) =0, car 1 et —1 racines de R d’ordre n.

On montre par récurrence (limitée) sur k € [0,n], que R*) admet k zéros sur | — 1,1[.

1l suffit en effet d’appliquer Rolle, sachant que pour k < n, 1 et —1 sont aussi des zéros de R,



Ainsi, R admet n zéros sur | — 1,1[.
Mais R(™ est la dérivée n-ieme d’un polynome de degré 2n. Donc deg R(™ = n.

Ainsi, R™ est scindé a racines simples sur ] —1,1].

11) a) Notons ay, ag, ... , a, les racines réelles de P sur |0, 1[ d’ordre de multiplicité impair
Alors les seuls changements de signe de P sur |0, 1] interviennent en les racines ay.

On peut donc prendre Q = (X — a1)...(X — a,).

En effet, PQ est un polynéme dont toutes les racines sur |0, 1[ sont d’ordre pair.

Donc PQ est de signe constant sur [0, 1].
b) On note que par linéarité de I'intégrale, on a fol P(t)Q(t) dt = 0 pour tout polynome @ de degré < n — 1.
On suppose par I'absurde que P admet r racines d’ordre impair sur |0, 1[, avec r < n.

Avec les notations du a), PQ est un polynéme non nul de signe constant sur |0, 1[, donc fol PQ #0.

Mais deg @ = r <, n, d’ott une contradiction avec fol P)Q(t) dt=0

En conclusion, P admet au moins n racines d’ordre impair sur ]0, 1(, donc a fortiori au moins n zéros.

Racines rationnelles (d’un polyndéme a coefficients entiers)
12) a) On a P(r) = 0. En multipliant par ¢", on obtient agq” + ai1pg™ * + ... + an_1p" *q + a,p™ = 0.
Comme ¢ divise agq™ + a1pg™ ' + ... + an,_1p" g, alors il divise donc a,p™.

Comme p et g sont premiers entre eux, alors ¢ divise a,,. On montre de méme que p divise ag.

b) Supposons 2%/™ = P Lationnel (fraction irréductible). Alors P acine de X™ — 2.
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Donc ¢ divise 1 et p divise 2, donc 21/™ € {—2,—1, 1,2}, ce qui est absurde.
Polynémes de plusieurs variables
13) L'idée est d’écrire P(x,y) = 31— Qr(¥)zF, ot Qi(y) = 10" aruy'.

Fixons y €]0,1[. Le polynome z — >_7_, Qk(y)z* s’annule sur ]0, 1[ infini, donc est nul pour tout k.

Ainsi, pour tout y €]0, 1], Qx(y) = 0. Donc le polynéme @, est nul, c’est-a-dire VI, ax; = 0.



