Opus 04 bis. Dérivation discréte dans les polyndémes

1) On considére 'endomorphisme ¢ : R[X] — R[X] défini par 6(P)(X) = P(X + 1) — P(X).

a) On consideére P(X) = "7 a;j X7 =ap+ ... +a, X", avec a, # 0.

Calculer §(X7). En déduire le degré et le coefficient dominant de 6(P). Préciser le noyau de 4.

b) Pour n € N, on peut donc définir 'endomorphisme 6, : R,,[X] — R, [X]| restriction de § a R,,[X].
Expliciter la matrice de d,, dans la base canonique B = (1, X, X2,..., X") de R, [X].

c) Soit @ € R[X]. Montrer qu'il existe P € R[X] tel que P(X +1) — P(X) = Q.

d) Montrer que P est unique si on impose de plus P(0) = 0.

2) a) Pour tout p € N, on note R, le polynome tel que R,(X + 1) — R,(X) = XP et R,(0) = 0.
Préciser le degré et le coefficient dominant de R,,.

b) On pose Sp(n) = >;_; kP la somme des puissances p-iéme des entiers de 1 a n.

Par exemple, So(n) =n, S1(n) =3 F_1k=3n(n+1)et So(n) =Y} k% = in(n+1)(2n+1).

Montrer que Sp(n) est un polynéme en n de degré (p+ 1).

3) a) Montrer que Vn € N, §"(P)(X) = Y7 _o(-1)" *(}) P(X + k).
Suggestion : Utiliser 6 = 7 — Id, ou 7 est 'opérateur de translation 7: P(X) — P(X + 1).

Ezemple : Pour n =2, on a 6*(P) = P(X +2) —2P(X + 1) + P(X).
Osip<n
b) Soient (n,p) € N2 Montrer que Y j_o(—1)""*(})kP =

nlsip=n

4) Formule de Taylor algébrique discréte

a) Justifier qu’il existe une unique suite (H,)nen telle que Hy =1 et §(Hp41) = Hy et Hy+1(0) = 0.

xx -1 (x—n+1)

Remarque culturelle : En fait, on peut montrer que H, = '
n!

b) Montrer que pour tout P € R[X], P(X) = 3120 6"(P)(0) H,(X).

Remarque : La somme est finie car §"(P) est nul pour tout entier n > deg P.



Opus 04 bis. Dérivation discréte dans les polynémes. Corrigé

1) a) On a §(X7) = Zg;& (g)XZ = jXI7 4+ termes de degré < j — 2.
On en déduit par linéarité que §(P) = na, X" '+ polynéme de degré < n — 2.

En particulier, deg 6(P) = deg(P) — 1. Ainsi, 6(P) = 0 ssi deg P < 0, donc Keré = Rg[X]| =R.
b) La matrice est triangulaire supérieure stricte. Pour ¢ < j, son coefficient d’indice (i, j) est (z)
c) Il résulte de a) que (§(X™))n>1 est une base de polynoémes de degrés échelonnés.

Donc 0(R[X]) = Vect(d(X™))nen = RIX].

d) Les solutions de I’équation linéaire P(X + 1) — P(X) = @ sont Py + Ker d, ou Py est une solution particuliére.

Comme Ker § = Rg[X] sev des polynomes constants, il y a unicité si on impose P(0).

2) a) On a deg R, = p et le coefficient dominant est 1
p

b) Par a), on a Sp(n) = 3k k¥ =35 (Rp(k) — Rp(k — 1)) = Rp(n) — Ry(0) = Rp(n).
Donc Sp(n) est bien un polynome en n de degré (p+ 1).

3) a) On a 7#(P)(X) = P(X + k).

Comme 7 et Id commutent, alors par le binome 6" (f) = Y_p_(=1)"*(})7*.

b) On prend f(z) = XP. On a A™(P)(0) = > _o(=1)"*(})kP.

Or, si p < n, A"(P) =0 (par degré), et si p < n, et AP(f) =p! (degré + coefficient dominant).
4) Formule de Taylor algébrique discréte.
a) Par 1) d), la suite (H,)nen est entiérement définie par récurrence.

b) Premiére méthode : Par identification.

Posons n = deg P. La famille (Hy)o<i<n est de degrés échelonnés, donc forment une base de R, [X].
Donc il existe (Mg, ..., An) € R" tels que P(X) = > 7_g MeHi(X).

En itérant p fois par d, on obtient 6”(P)(0) = >2¢_ A Hg—p(X).

En prenant la valeur en 0, on obtient 6”(P)(0) = A\,Hp(0) = Ap.

Seconde méthode : Par récurrence sur n = deg P.

On applique I'hypothése de récurrence a §(P) = >°20 6" T(P)(0) H,(X).

Par linéarité de d, on a donc §(P) = §(Q), out Q = >0 6" (P)(0) Hyy1(X).
Donc P — @ € Kerd, donc P — @ = X constante. Comme Q(0) = 0, alors A = P(0).

Donc P = P(0) + Q = Y29 6"(P)(0) H,(X).



