Opus 03. Systémes de numération. Corrigé

’Ecriture en base b d’un entier naturel

1) (existence) On raisonne par récurrence sur p. La propriété est immédiate pour p = 0 et 1.

On considére la division euclidienne de n par b: onan=>bg+r, avec 0 < g < b Let 0 <r < b.
On applique ’hypotheése de récurrence a g. On a donc ¢ = p 5k b,

Donc n = Zi;g g1 DFFE 41 = Zi;(l) e b, en posant gy = r.

(unicité) On peut exploiter I'unicité dans la division euclidienne et procéder par récurrence sur p.

En effet, on a nécessairement g = nmodb =1, et ¢ = Zk 1€k vt

Par hypothése de récurrence appliquée a ¢, 'uplet (e1,...,ep—1) est unique, d’ou le résultat.

Autre solution (conseillée) :

Supposons par Pabsurde N = Y 7_ 5k b =yP” ée% b¥, avec (ex)o<k<p et (g),)o<k<p distincts.

1l existe donc ¢ = max{k € [0,p — 1] | e # €}, }. Ainsi, >¢_ (e, —€}) b* = 0.

On a alors |, — &) | b7 = ‘ 971 (e — el )bF| < 971 (b —1)bF = b7 — 1, ce qui contredit leq — €| > 1.
2) (existence) Supposons N < B, = a,Bp_1.

Par la division euclidienne par B,_1,ona N = M +¢,_1B,_1,avec 0 < M < B,_1 et 0 <¢g,_1 < ap.

On conclut alors en démontrant la propriété par récurrence sur p et en appliquant I’hyp de rec & M.

(unicité) On procéde comme au 1).

Exercice B. Ecriture en base 2 d’un réel z € [0, 1]
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2) Remarque : Une idée est de construire (eq,...,&,) comme les chiffres de I’écriture en base 2 de lentier |2"z].
Mais il faudrait alors justifier qu’on retrouve bien les mémes chiffres lorsqu’on fait varier n.

Ent+1l | Yn+1

On procéde par récurrence. On veut avoir ¥, = 5 + — > et entr1 € {0,1} et 0 < ypy1 < 1.
11 suffit donc de définir yo = x, et par récurrence, Yn+1 = 2y — Ent+1 avec eny1 = |2y, € {0,1}.
La propriété z = > ) _ 1 + g—n se déduit alors par récurrence immédiate.
3) Par pincement, on a lim, ;o In _ 0, donc z = > cn

2n 2n

4) (existence) 1l s’agit de prouver que si la suite (5, )nen+ est stationnaire en 1, on peut trouver une autre représen-

tation définie par une suite non stationnaire en 1.

1 1
Supposons que &, = 1 pour tout n > p. Alors ZZ;;H En = Z:{;’H_l o = 3

I existe nécessairement p tel que €, = 0, car sinon, x vaudrait 1.

Donc il existe p = max{k € N | g, =0}. On a alors ¢, =0 et >, ZpH1En = 5y



_1 € 1
Donc z = > P~ 2—2 >

Ainsi, on obtient I’écriture de = avec une suite (&;,),en+ non stationnaire en 1 (et stationnaire en 0).

(unicité) Supposons par ’absurde
/

ZJFOO € Xe

2n 2mn
n=1 n=

ol (gn)nen+ et (e),)nen+ sont des suites distinctes a valeurs dans {0,1} et non stationnaires en 1.

Il existe un plus petit entier p tel que g, # 5;. Quitte a permuter, on peut supposer &, =0 et &/, = 1.

9) d +o00 €n 1 +o0o 8;1
n a donc n:p+127 = 27])‘1‘ n=p+1 27

C ) tationnai 1 alors oo Sn oy L Ly tradicti
omme (&, )pen+ nON stationnaire en 1, alors 3 2 on n=p+1 g = 5p- D’Ol contradiction.

’Exercice C. Systéme de numération dans les réels‘

1 q
1) Onazzzoflﬂqk:qnﬂliq:q”liqzq”, car g > 1—gq.

2) Idée : On construit les €, par récurrence, en appliquant la méthode “gloutonne” :
Si0 <z <ug, on prend g = 0 ; sinon, on prend g9 = 1.

On itere alors le procédé avec y = x — gqug, car y € [0,5'], ou §' = :i'i Up,.-

On définit donc (g, )nen par récurrence forte selon le schéma suivant :

Supposons (gg, ...,en—1) définis de sorte & avoir la propriété

—+o00
(Pn):OSRHSZuk , ol Rn:x—zz;éekuk

k=n

Si R, > up, on prend €, = 1 ; sinon, on prend &, = 0.
Pour conclure, il s’agit de prouver que :

(i) (Pp) est vraie pour tout n € N

(i) 2 = 32 uney
Montrons (i) : La propriété est vraie pour n =0, car on a 0 < x = Ry < Z;ﬁ% ur = S.

Supposons (Py,), avec n > 1. Montrons (Pp+1). On distingue les deux cas :

-si0< R, <y, alors 0 < R, < Z;ﬁj’lﬂ ug. Avec e, =0, on a donc bien 0 < R, = Rp11 < Z;S’l U

- sinon, on a u, < R, < u, + EZS;H ug, donc 0 < Ryi1 = Ry — uy < ZZE‘;H ug, d’ou (i).

Montrons (ii) : Comme lim,_ oo ZZE‘; ug = 0, alors par pincement, lim,, ., R, =0, donc x =

“+o00
n=1
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