Opus 03. Systémes de numération

Exercice A. Ecriture en base 2 (respectivement en base b) d’un entier naturel

Prop : | Tout entier N vérifiant 0 < N < 2P s’écrit de facon unique N = Zz;é er 2%, avec g, € {0,1}|.

Preuve :

L’existence se prouve par récurrence sur p en utilisant la division euclidienne de N par 2 :

Ona|N=2¢+7| avec0<qg< 2Pt etre{0,1}. On prend gy = r.

On applique I’hypothése de récurrence a ¢. On a donc g = ZZ;?) erg1 2F. Dot N = Zi;é e 2F.

L’unicité peut se prouver de plusieurs facons :

- Par un argument de cardinal : Papplication {0,1}” — 0,27 — 1] (eo,...,ep—1) — i;é er 2F est surjective, et
donc bijective car card{0, 1}P = 2P.

- Directement : On suppose Zi e 2 =50~ éz-:;g

On montre ¢j, = ¢}, par récurrence forte sur k en utilisant les égalités modulo 2.

Variante : On suppose par I'absurde (go, ...,ep—1) # (€, ...,5;_1).

’)2m: m—1

On considére m = max{k | e # 0}. On a alors (e, — €/, " (e —ex) 2k

On a |e, — ey = 1 et |e}, — e| < 1, d’ou une contradiction, car 2™ > S 12k = 2m — 1,

Remarque : On en déduit alors que tout entier non nul N s’écrit de facon unique sous la forme
N = Zsk 2F lavecp € N* et e € {0,1} et g1 #0 (clest-a-dire )1 = 1)

Pour le prouver, on montre qu’on a nécessairement 2°~! < N < 2P ce qui définit entiérement p.

On peut alors conclure en utilisant la propriété précédente.

1) Généralisation : Soit un entier naturel b > 2. On pose [b] ={0,1,...;b —1}.

Montrer que tout entier N vérifiant 0 < N < bP, il existe un unique p-uplet (eo, ...,ep—1) tel que

N = Zsk b* | avec ¢, € [b] pour tout k

2) Culturel : On peut généraliser les décompositions précédentes.

Considérons une suite d’entiers naturels (a,),>1 tels que Vn € N, a,, > 2. On pose B, = ay...a,
Soit p € N. Montrer que tout entier N € [B,] s’écrit de fagon unique sous la forme

p—1
N = Zsk By, avec ¢y, € [ag+1] pour tout k
k=0

Ezxemple fondamental :

Tout entier vérifiant 0 < N < ab s’écrit de fagon unique N = eg +ec1a, avec 0 <gg <aet 0 <ep < b.



‘Exercice A. Ecriture en base 2 d’un réel z € [0,1] ‘

1
1) Soit p € N. Calculer :i‘;ﬂ o

2) Soit « € [0, 1]. Montrer qu’il existe une suite (e, )nen+ a valeurs dans {0, 1} telle que Vn € N,

n
€k Yn N
xzzﬁ—kQ—n, ou 0<y,<1

3) Avec les notations de 2), montrer que |z =

4) Complément (%)
On note A I’ensemble des suites (g,,)nen & valeurs dans {0, 1} non stationnaire en 1.

+oo0 En

Soit € [0,1[. On peut montrer qu'il existe une unique suite (€, )nen € A telle que z =" o

Remarque : Plus généralement, étant donné un entier b > 2, tout réel = € [0, 1] s’écrit de fagon unique

€n
b

n=1

xTr =

ol (&n)nen est & valeurs dans [b] et n’est pas stationnaire en (b — 1).

Remarque : Par exemple, en base 10, on a : 0.099999.... = 0.10000...

’Exercice B. Systéme de numération dans les réels (orauz X et Centrale 2022)‘

On note F l'ensemble des suites réelles (uy,)nen strictement positives telles que > u,, converge et que

“+o00
YneN, u,< Z U
k=n+1

1
1) Soit 3 < ¢ < 1. Montrer que la suite (¢"), .y appartient a F.

2) (%) Soit (un)nen une suite appartenant a F. Soit x € [0, 5], ott S = >0 uy,.

Montrer qu’il existe une suite (g,)nen € {0, 1} telle que z = >0 e, u,,.

Remarque : On en déduit que ensemble des réels de la forme "% ¢, u,, est le segment [0, S].

Exercice C. Systéme de numération sur Z (oral X 2020)‘

Montrer que tout entier N € Z s’écrit de facon unique sous la forme N = Z;‘i‘a ex3F, o g € {—1,0,1}.
Remarque : Pour que cette somme ait un sens, il faut considérer que €, = 0 pour k assez grand.

Solution : On a — > 720 ex3% = >0 (—e4)3% et on a g € {—1,0,1} ssi (&) € {-1,0,1}.

1l suffit donc de prouver la propriété pour N € N.

(existence) La propriété est immeédiate pour N = 0.



N € N* g’écrit sous la forme g¢ 4 3¢, avec g9 € {—1,0,1} et ¢ € N.
Onag< %(N + 1) < N. On conclut en appliquant I’hypothése de récurrence forte a q.

(unicité) Supposons Y 320 £x3F = 37,20 £/ 3%, En raisonnant modulo 3, on obtient gg = &

On simplifie alors chaque facteur et on divise par 3. On peut itérer le raisonnement.

Par récurrence forte, on en déduit que ¢ = ¢}, pour tout k € N.



