Opus 03 ter. Sommes

1) Sommes télescopiques

a) Z%:p(un—f—l — Un) = Ugy1 — Up.

Remarque : Si (up)nen converge vers L, on a donc Z:i%(unﬂ — Up) = lImy_ o0 (Uns1 — ug) = L — up.
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Exemples : 329 WD) =let][;, (1 + k> =n+1.
1 1 1 1 1 1 1 1
Ezemple - S — Zytee (2 = lim,_, No=- =1+-+..+-.
zrempie n=1 n(n + p) D anl (n n+p> Myt 0o Zn:l n ntp + 5 + ...+ »

2) Regroupements de termes

. 1616 ing . J— n p . — P n .
a) Exemple : propriété de Fubini : 3 1 oicp1<jcp @i = Doim1 D je1 Gij = D j—1 D i1 Gij-

Exemple : 37 0 im0 @ij = D0<i<jen Gig == 2ig D j—i Gij

2 1)/2
b) ZZ:O(_I)kak = Zk pair @k — Zk impair ¥k = Z]LZ/ : ZL e a2j+1-
y , 2k: -1 2n)!

c) Ezemple (intégrales de Wallis) = [[r_; 22(n(73!)2, car [[7_;(2k) = 2™(n!).

1 2 -1 n—1
Ezemple : On admet S = > 3= % On pose T = > (n)2

1 1 1 1 3 1
OnaAd=5%, pair 3 = ;rji )2 = ZS’ donc B=5Y", impair 3 = ZS et T =B— A= §S'
3) Sommes géométriques
q k :Eq_p"l_l _ 1 . .

a) Y g, x" vaut af 1 siz#1, et (¢g—p+1)siz=1.

et — } sin(n sin(n
b) Ezxemple : Si6 # 0 [27], ) cos(k#) = Re <ei‘9 - 11> = Re <em9/2 5111(((99//22))) = cos((n+1)6/2) s1n((99//22))

Si 8 = 0, on obtient n, qui est bien le prolongement par continuité en 0 de ’expression précédente.

c) Exemple : sommes des puissances des racines de ['unité :

On pose w = €%™/?_ On a Up ={l,w,...,wP™1}. Ce sont les racines de X? — 1 sur C.

p siw™ =1, c’est-a-dire si n multiple de p

Pour n € N, 3.y, 2 = Xjog(w)" = oW = {

0 sinon, car (W")P —1=wl" —1=0
4) Formule du binéme

a) Si z et y commutent, (z+y)" = > p_, (})z"y" .

Remarque : Faux dans M,,(K) : (A+ B)? = A% + B2+ AB + BA.

b) Ezemple : cos(nf) = Re((cosd + isin6)™) = Re (3__, i*(cos )" *(sin 6)*) .

Donc cos(nb) = > i (— 1)%/2(cos 0)" *(sin )k = ZJLZ/OQJ (—1)7(cos 0)"2I (sin §)%



5) Formules dérivées
Ona P(a) = (L+a)" = Yq (})a*

a) Exemple : Y p_ok(}) = P'(1) =n2""tet > p_ok(k—1)(}) = P"(1) = n(n—1)2"2

Donc > p_o k2(}) =n2"' + n(n —1)2"2.

1—u—xwﬂ]1 1

Exemplezzko( D* (3) = folfa: [ o 0:n+1.

k+1

(P(1)+P(-1)=2"1tsin>1 (et 1sin=0car0°=1).

| =

b) Ezemple : 3y o () =
1
Remarque : De méme, > 2y ;00 () = 5 (P(1) — P(-1)).

(P(1) + P(j) + P(j?)), car (1% + j* + j2*) = 0 si k ¢ 3N.

Wl

Ezemple : 3 ) Lutiple de 3 (x) =
6) Distributivité

a) On développe un produit de n sommes en sommant tous les produits obtenus en prenant un et un seul terme

dans chacun des n facteurs.

Exemple : (307 u;) (Z?:l Uj) (ZZ:1 wk) = Z(i,j,k) (uvjwe) = 320, Z?:l > (wivjwy).

Exemple important : (Y7 z;)? = 3", DTy =Y z;2 + 2 D i<icj<n Titj-

b) Exemple : (x+y)" = 1o ( ) kyn=k carily a (Z) facons de choisir les k facteurs ou on prend x.
Ezemple : T[]} (1 +;) = 2] (IT;es®i) :ily a 2" termes dans la somme.

Onaainsi (1+2)(1+y)(1+2) =14+ (z+y+2)+ (zy +yz + z2) + (xyz).

¢) Relations entre coefficients et racines d’un polynéme scindé

(X —a)(X —b)=X%2—(a+bX +ab

(X —a)(X —b)(X —c)=X?—(a+b+c)X + (ab+ ac + be) X — abe.

Cas général : Le coefficient en X* de [[}_,(X — ag) est (—1)"7* I <joe..<jp @i

En particulier, [[}_;(X —ax) = X" — (> p_gar) X" 1 + (Zj<k ajak) X2 — 4 (=1)"ay...an.



