
Opus 03 ter. Sommes

1) Sommes télescopiques

a)
Pq
n=p(un+1 � un) = uq+1 � up:

Remarque : Si (un)n2N converge vers L, on a donc
P+1
n=0(un+1 � un) = limN!+1(uN+1 � u0) = L� u0.
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2) Regroupements de termes

a) Exemple : propriété de Fubini :
P
1�i�n;1�j�p ai;j =

Pn
i=1

Pp
j=1 aij =

Pp
j=1

Pn
i=1 aij :

Exemple :
Pn
j=0

Pj
i=0 aij =

P
0�i�j�n ai;j ==

Pn
i=0

Pn
j=i aij :

b)
Pn
k=0(�1)kak =

P
k pair ak �

P
k impair ak =

Pbn=2c
j=0 a2j �

Pb(n�1)=2c
j=0 a2j+1:

c) Exemple (intégrales de Wallis) :
Qn
k=1

2k � 1
2k

=
(2n)!

22n(n!)2
, car

Qn
k=1(2k) = 2

n(n!):

Exemple : On admet S =
P+1
n=1

1

n2
=
�2

6
: On pose T =

P+1
n=1

(�1)n�1
n2

:

On a A =
P
n pair

1

n2
=
P+1
k=1

1
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S, donc B =

P
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=
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4
S et T = B �A = 1

2
S:

3) Sommes géométriques

a)
Pq
k=p x

k vaut xp
xq�p+1 � 1
x� 1 si x 6= 1 , et (q � p+ 1) si x = 1.

b) Exemple : Si � 6= 0 [2�],
Pn
k=1 cos(k�) = Re

�
ei�

eni� � 1
ei� � 1

�
= Re

�
ein�=2

sin(n�=2)

sin(�=2)

�
= cos((n+1)�=2)

sin(n�=2)

sin(�=2)
:

Si � = 0, on obtient n, qui est bien le prolongement par continuité en 0 de l�expression précédente.

c) Exemple : sommes des puissances des racines de l�unité :

On pose ! = e2i�=p. On a Up = f1; !; :::; !p�1g. Ce sont les racines de Xp � 1 sur C.

Pour n 2 N,
P
z2Up z

n =
Pp�1
k=0(!

k)n =
Pp�1
k=0(!

n)k =

(
p si !n = 1, c�est-à-dire si n multiple de p

0 sinon, car (!n)p � 1 = !pn � 1 = 0

4) Formule du binôme

a) Si x et y commutent, (x+ y)n =
Pn
k=0

�
n
k

�
xkyn�k:

Remarque : Faux dansMn(K) : (A+B)2 = A2 +B2 +AB +BA:

b) Exemple : cos(n�) = Re((cos � + i sin �)n) = Re
�Pn

k=0 i
k(cos �)n�k(sin �)k

�
:

Donc cos(n�) =
P
k pair(�1)k=2(cos �)n�k(sin �)k =

Pbn=2c
j=0 (�1)j(cos �)n�2j(sin �)2j :

On en déduit (Tchebychev) que cos(n�) est un polynôme en cos �, car (sin �)2j = (1� cos2 �)j :



5) Formules dérivées

On a P (x) = (1 + x)n =
Pn
k=0

�
n
k

�
xk.

a) Exemple :
Pn
k=0 k

�
n
k

�
= P 0(1) = n2n�1 et

Pn
k=0 k(k � 1)

�
n
k

�
= P 00(1) = n(n� 1)2n�2:

Donc
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k=0 k

2
�
n
k

�
= n2n�1 + n(n� 1)2n�2:

Exemple :
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k=0

(�1)k
k + 1

�
n
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�
=
R 1
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n dx =

�
1� (1� x)n+1
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:

b) Exemple :
P
k pair

�
n
k

�
=
1

2
(P (1) + P (�1)) = 2n�1 si n � 1 (et 1 si n = 0 car 00 = 1).

Remarque : De même,
P
k impair

�
n
k

�
=
1

2
(P (1)� P (�1)) :

Exemple :
P
k multiple de 3

�
n
k

�
=
1

3

�
P (1) + P (j) + P (j2)

�
, car (1k + jk + j2k) = 0 si k =2 3N.

6) Distributivité

a) On développe un produit de n sommes en sommant tous les produits obtenus en prenant un et un seul terme

dans chacun des n facteurs.

Exemple : (
Pn
i=1 ui)

�Pp
j=1 vj

� �Pq
k=1wk

�
=
P
(i;j;k)(uivjwk) =

Pn
i=1

Pp
j=1

Pq
k=1(uivjwk):

Exemple important : (
Pn
i=1 xi)

2 =
Pn
i=1

Pn
j=1 xixj =

Pn
i=1 xi

2 + 2
P
1�i<j�n xixj :

b) Exemple : (x+ y)n =
Pn
k=0

�
n
k

�
xkyn�k, car il y a

�
n
k

�
façons de choisir les k facteurs où on prend x.

Exemple :
Qn
i=1(1 + xi) =

P
J�[[1;n]]

�Q
i2J xi

�
: il y a 2n termes dans la somme.

On a ainsi (1 + x)(1 + y)(1 + z) = 1 + (x+ y + z) + (xy + yz + xz) + (xyz):

c) Relations entre coe¢ cients et racines d�un polynôme scindé

(X � a)(X � b) = X2 � (a+ b)X + ab

(X � a)(X � b)(X � c) = X2 � (a+ b+ c)X + (ab+ ac+ bc)X � abc:

Cas général : Le coe¢ cient en Xk de
Qn
k=1(X � ak) est (�1)n�k

Q
j1<j2<:::<jk

aji :

En particulier,
Qn
k=1(X � ak) = Xn � (

Pn
k=0 ak)X

n�1 +
�P

j<k ajak

�
Xn�2 � :::+ (�1)na1:::an:


