Opus 02. Principe de récurrence. Corrigé

1) a) On a f(x +7T) = f(x), donc par récurrence sur n € N, on a f(z +nT) = f(x).
On a alors f(y) = f(y — nT), en prenant x =y — nT.

Donc Vn € Z, Vz € R, f(x +nT) = f(x).

b) - Il existe (o, 8) v?(z) = au(z) + Bz, Aot v 2(z) = au™(z) + fu”(z).
Par récurrence d’ordre 2 sur n € N, on en déduit Vn € N, u"(z) € F'.

-SiB#0,0naut(z)= ;u(x) — %x € Vect(z,u(x)), et ainsi u™""1(z) = au™""(z) + Bu™"(z).

Par récurrence d’ordre 2 sur n € N, on en déduit Vn € N, u™"(x) € F.

1
SiB=0eta#0,onau'(z) === donc la propriété est immédiate.
a

Comme u est bijective, on ne peut pas avoir &« = 8 = 0 que dans le cas x = 0, qui est immédiat.

Méthode plus élégante : Posons F' = Vect(x,u(x)). Par hypothése, on a u(F) C F.

Donc Vn € N, u™(F') C F par récurrence immédiate.
Comme wu est bijective, w(F) = F, donc u™}(F)=F,et Yn € N, u™"(F) C F. Dou Vn € Z, u(F) = F.

2) On raisonne par récurrence forte sur n € N*. L’entier 1 est produit de 0 nombres premiers.
Supposons n > 2 et que la propriété est vraie pour tout entier naturel k € [1,n — 1].
Si m est premier, la propriété est immédiate.

Sinon, n = ab, avec 1 < a < b < n, et on conclut en appliquant I’hyp de récurrence a a et & b.

P,
n(2) —, avec deg P, <n — 1.

3) On prouve par récurrence sur n € N* que f (n) (m) = ﬁ
T

On a en effet P, y1(x) = (1 +2?)P!(2) — 2na P, ().
On en déduit a fortiori que pour tout n € N*, lim, . o f(™(z) = 0.

Important : On utilise une propriété plus forte qui, elle, se prouve par récurrence.

1\ —ad / 1\’ / ’ ' /
Rappel : On a | — :ﬂ,donc i =|fx—= :i—ag :fg afg.
g a+1 g g g ga+l ga—i-l

Remarque : On peut en déduire (par Rolle) que f (") donc P, admettent au moins (n — 1) racines réelles, et par

degré, P, est donc scindé a racines simples sur R.
4) On suppose ZZ;& MeuF () = 0. On veut prouver que tous les A\j sont nuls.
a) On raisonne par récurrence forte (limitée) sur k € [0,n — 1].

. B — —
En composant par u”~!, on obtient A\gu" (z) 4+ 0 = 0, donc A9 = 0 car u"1(x) # 0.



Supposons 1 < k<n—1et \g=XA1 =..= X1 =0.

n—1—k Y n _
0 =20, caru™=0.

En composant par u , on obtient A\pu™~!(z) +

Comme u"~1(z) # 6, alors A\, = 0. Par récurrence forte, on a donc bien Vk, A = 0.
b) On raisonne par ’absurde et on utilise la propriété de bon ordre.

On suppose par ’absurde les A\; non tous nuls.
Il existe alors p = min{k € [0,n — 1] | A\x # 0}, car cet ensemble n’est pas vide.

—
En composant par 4"~ 7P, on obtient A\,uP~!(z) = 0, ce qui est absurde.

5) a) On montre par récurrence sur k < p+ 1 que y de classe C*. On a bien y de classe C°.

Siy est C*, ou k < p, alors 3/ est C*, c’est-a-dire y de classe C**1,

b) On a F' = f' x F.

Par la formule de Leibniz, on a donc F(*+1) =30 ( )f(”_k+1)F(k).

Par récurrence forte, on obtient donc F*) > 0 pour tout k € N.

c)OnaF' =f'x(4dof).

On montre par récurrence forte la propriété (E,) : Si u et v absolument monotones, alors (u o v)(™ > 0.
La propriété est immédiate pour n = 0. Supposons la propriété vraie au rang n.

OnaFn-H Zk 0( ) (n k+1) (g,Of)(k)

Par hypothese de forte appliquée a f et ¢, on a (¢’ o f > (. Donc F("t1) > .

)©
6) a) On a c, — 2n—12n—-32n—-5 1 (2n)|/2n)(nl) (2n)! 1

- (2n
o 2n—22n—4727 27 (n! 221 (n!)2 4n(n)‘
b) Par IPP, on a Wy,12 = [(cost)" ! (sin 15)]7r/2 +(n—-1) fow/2(cos t)"2(sint)? dt.

Donc Wy42 = (n — 1)(W,, — Wy12), donc Wy,19 = iWn.

1
Donc ng = 47 (2:) Wo = 7(2721)% et W2m+1 =

1 42m(m!)2W 1 gEm
2m+1 (2m)l ' 2m+1 (%)

7) a) On a (241 — ¢) = a(z, — ¢), avec ¢ = T point fixe de h : z — ax +b.
Donc z,, = ¢+ a™(z¢ — ¢), donc limy,— 4 T, = c.
b) Pour n > 1, upi1 = up + > Uuk—Qun Dotuy=u; =1etVneN, u, =275

c¢) La division euclidienne par 2 s’écrit : n = 2 {QJ +r, avec r € {0,1}.

vy, est le nombre de chiffres dans la décomposition de n en base 2.

Ainsi, 221 < n < 2 est-a-dire v(n) — 1 < logn < v(n), c’est-a-dire v(n) = 1+ [logn] .

Variante : 2°M~1 < n +1 < 2° donc v(n) = [log(n +1)].



