Interrogation n°22. Corrigé
Exercice A

1) a) Par le th spectral, il existe V € O,(R) et D = Diag(\1, ..., \,) telles que VI GV = D.

On a de plus Aj > 0 car Sp(D) = Sp(G) C R%. On pose Dy /5 = Diag(v/A1, ..., VAn).

Donc § = VD,V € S (R) et on a bien 5? = VDVT = G.

b) Par interpolation de Lagrange A — /A en les )\;, il existe P € R,,_1[X] tel que Vj, P()\;) = VA
On a alors P(D) = Dy, donc P(G) = P(VDVT) =VPD)VT = 8.

c) 1l s’agit de prouver que U = MS~! € O,(R). On a UTU = (S~ H)TMTMS—L.

Comme MTM = 52 et que (ST = (ST)~! = S71, on obtient UTU = I,,, c’est-a-dire U € O,(R).
d) Idée : G = S? et S commutent, donc les sev propres Ey de G sont stables par S.

En se plagant sur E), on se raméne au cas S? = A\I. On a alors Sp(S) = {\} donc S = VAL

On obtient ainsi comme unique solution S défini par Sz = v Az pour z € E).

2) a) Par bilinéariteé, w(z,y) = >0, Y70 miyjw(ei ej) = D0y Do wiyjai = XTAy.

b) Donc a;; = w(e;j, ej) = —w(ej, e;) = —aj;. Donc A est antisymétrique.

Soit y € Ker A non nul. On a donc Vz € E, 27 Ay = 0, ce qui contredit 3z € E, 7 Ay # 0.

Donc Ker A = {0}, c’est-a-dire A inversible.

c) On a AT = — A, donc det A = (—1)"det A. Comme det A est non nul,alors (—1)" = 1, c’est-a-dire n pair.
3) a) Comme A est inversible, I est globalement invariante par A, c’est-a-dire A(F) = F.

Donc Vy € F, 2T Ay = 0 ssi « € F', c’est-a-dire © € F¥ ssi x € F*.

Remarque : De facon générale, F¥ = A(F)*.0On a donc dim F¥ = n — dim A(F) = n — dim F.

b) On considére w la restriction de w & F' x F. Par 2) ¢), il suffit de prouver que @ est symplectique.
Il est évident que w est bilinéaire antisymétrique.

Soit y € F non nul. Supposons par 'absurde que Vz € F, @(z,y) = 0,c’est-a-dire Vo € F, w(x,y) = 0.
Par a), on a aussi Vo € F¥, w(z,y) = 0. Comme F @ F* = E, alors par linéarité, Vo € E, w(z,y) = 0.

Ce qui contredit w symplectique. Donc Vy € F non nul, 3z € F, w(z,y) # 0.

Autre preuve : En se placant dans une BON adaptée & F @ F-, on a A orthosemblable a une matrice de la forme
(%‘%), et cette matrice qui est de la forme U7 AU rst antisymétrique, donc B est antisymétrique ce qui
permet de lui appliquer 2) c).

4) a) On a pour tout (z,y) € E x E, w(Mz, My) = w(z,y), c’est-a-dire 27 MT AMy = 27 Ay.

En prenant x = e; et y = e;, on obtient (MTAM)Z-J- = (A);j, c’est-a-dire MTAM = A.

b) Comme MTAM = A et que A est inversible, alors (det M)? = 1, donc M inversible.

Onaw(M ‘e, M ty)=w(MM tz, MM 1y) = w(z,y), donc M~ € A,.



c)Si M et Ne€A,, alors w(MNy, MNy) = w(Nz, Ny) = w(x,y), donc MN € A,,.

5) a) On sait que (det S)? = 1, et comme S € S} (R), alors det S = \1...\,, > 0, donc det S = 1.
b) - Supposons S € A,,, c’est-a-dire SAS = A.

Soient A >0 et x € E). On a SASz = Az, donc ASAx = Az, donc Az € Ey .

On en déduit que A(E)) C E1/y. Comme A est bijective, dim E) < dim F /5.

Mais en considérant 1/), on a de méme dim £/, < dim Ey. Donc dim £\ = dim /. Et ainsi A(E)) = Ey .
- Reéciproquement, supposons VA > 0, A(E)) = E; Y

On a donc SASz = Az pour tout z € Ey. Par le th spectral, ©ycgp(s)Ex = R™.

Comme SAS et A sont linéaires, on a donc SASx = Ax pour tout x € R". Donc SAS = A.

6) a) On a UTAU = A, donc AU = UA.

Ainsi, A et U commutent, donc le sev propre F' est stable par A. Par 3) b), dim F' est pair.

b) Le sev propre F est stable par U. Comme U est une matrice orthogonale, on sait que F- est stable par U.

En considérant la matrice d’isométrie associée & U dans une BON adaptée & F' @ F, on obtient U orthosemblable
a la matrice <I—m‘i> .
0
Comme V est la matrice dans une BON d’une isométrie (de F'*), alors V € Oy, (R).
Les seules valeurs propres réelles possibles de V' sont 1 et —1. Par définition de F', —1 n’est pas valeur propre de
V (car il n’y a pas de vecteur propre dans F+). Donc V n’a pas de valeur propre réelle négative.
Donc det V' > 0 : en effet, les racines non réelles de xy, sont 2 a 2 conjuguées.
D'ou detV =1, car det V € {—1,1}. Donc det U = (—1)""det V = 1.
Exercice Bl
1) ¢ est linéaire en dimension finie donc est continue.
Autre solution : Les normes sont équivalentes. La convergence des polynomes correspond & la convergence par
coefficients. Donc P(X) — P(z) est continue (comme combinaison linéaire de fonctions continues).
2) a) - Supposons P(X) = [[;_;(X — Ag) scindé sur R. Alors Vz € C, P(z) = [[}_,(z — Ax).
Donc |P(2)| > [1i—q |z = Mel™ > Im 2]", car |z — A\g| > [Im(z — A\g)| = [Im 2] .
- Réciproquement, supposons Vz € C, |P(z)| > [Im z|" .
Alors Vz € C\ R, P(z) # 0. Or, P est scindé sur C. Donc sur R, car toutes ses racines sont réelles.
b) Par a), G, = {P € R,[X] | |P(z)| > [lm z|"} est une partie fermée comme image réciproque d’un fermé par la
fonction continue P(X) — |P(2)|.
Donc F,, = E,, N (ﬂ 2eC Gz) est un fermé comme intersection (arbitraire) de fermés.
Remarque : On aussi prouver le résultat en montrant que F), est stable par passage a la limite.
3) On note z1 < ... < x, les racines (simples) de P.

On choisit g < z1 < y1 < 22 < Yo < ... < Ty < Yn-



Comme P’(zy) # 0, alors P change de signe en chaque xi. Donc le signe de P(y;) alterne.

De plus, lim, « P = +00. Donc P(y,) > 0, et ainsi k € [0,n], (—=1)""*P(y;,) > 0.

4) a) Par le théoréme des accroissements finis appliqué a A — F'(z, A), on a

OF
|[F(z,A) — F(2, M) < [A— Aol Supueiaa] a)\(ﬂ%ﬂ)‘ :
OF . .
Done M = Sup ;. 1) lyo,ym] x [No—1,30+1] a(x, )| convient (M existe car [yo, yn] X [Ao — 1, Ao + 1] est un compact).

ming<sen | Py, (yk>|> |

1
b) On choisit ¢ > 0 tel que € < 1 et Me < ming<g<yn | Py, (Yx)|, par exemple € = min <1, oYY

On a alors |Py(yx) — Pr, (Ur)| < |Pr, (y)|, donc Py(yx) et Py, (yx) ont méme signe.

On a donc bien YA € [A\g — &, X\ +¢], Yk € [0,n], (=1)""*Py(yx) > 0.

¢) Soit A € [Ag — &, Ao +¢]. Par b) et le TVI, Py s’annule sur tout |yx_1,yx[, ou 1 <k <mn.

Comme les |y,_1, yx[ sont disjoints, Py admet (au moins) n racines.

Par degré, ce sont les seules et elles sont simples, c’est-a-dire P\(X) € A,,.

d) On a Py(zx(N) = >0 aj(A) rp(\)7, cest-a-dire F(zx(A),A\) = 0.

. . F OF
En dérivant par rapport & A, on a donc 2} (A) = (zx(A), \) + == (zx(N),A) = 0.

ox O\
OF OF
52 (@2) = P(@) et (2, 0) = Yo () 21(V) = Qa(w).

Comme P (z; (X)) n’est pas nul (racine simple), alors . (\) =

Or,

~ Qa(z(N)
P{(zi(N)

e) Si xi(Ao) # 0, alors xy, est de signe constant non nul au voisinage de A.
- Ainsi, si aucun des xi(Ag) n’est nul, la fonction N est constante au voisinage de Ag.

- Supposons désormais qu'il existe k tel que zi(N\g) = 0.

@o(Te(M) @) _ _ap(do)
P (zk(Xo)) P, (0) a(ho)
Donc au voisinage de Ag, zx(A) < 0 pour A < Ag et xx(A) > 0 pour A > A.

Par d), z}.(\o) = —

On en déduit qu’en A9, N(A) augmente d’une unité en passant par la valeur A = A\g. D’ou le résultat.

Exercice B2

1) a) L’inégalité est évidente en distinguant les cas |z| <1 et |z]| > 1.

X™ est d’espérance finie donc E(|X"|) < +o0. Or, on a |X*| <14 |X"|.

Comme 1 + | X™| est d’espérance finie, alors par comparaison, X* est ’espérance finie.
b) eX est d’espérance finie car }e”X ‘ <1

Par transfert, on a ¢y (t) = > 20 a,, exp(itzy,). Posons gy, (t) = a, exp(itz,,).

On a g, de classe CP et Vk € [1, p], gfzk) (t) = an(izy)? exp(itzy,).

On a |gi(1)| < au [z

- Les séries ) g,(f) convergent simplement sur R (en fait normalement)

- La série ) gg converge normalement sur R, car sup,cp gn ‘ = ap |Ta|”.



Donc ¢y est de classe C™, et on a ¢P)(0) = 20 an(izy )P = P E(XP).

¢) Supposons X symétrique. Alors exp(itX) et exp(—itX) ont méme loi.

Donc a fortiori V¢ € R, ’(bx(t) = ¢y (—t) ‘,c’est—a—dire ¢y paire.

Par le théoréme du transfert, on a ¢x(t) =Y., . p P(X = z)e™™, ot E =Im X.

Donc ¢y (—t) = Y ,cp P(X = 2)e ™ = ¢ (t) € R. Donc ¢x(t) € R.

Variante : 2¢x(t) = E(e"X 4+ e "X) = 2E(cos(tX)) € R.

2) a) On considere Popérateur de dérivation D sur E = C*°(R, C).

On note ¢, : t — exp(igt). On a D(¢y) = i\

Ainsi, les ¢}, sont des valeurs propres de D associés a des valeurs propres distinctes.

Donc (¢, ..., ¢,) est libre. Or, ¢ = >}, agp, = 0. Donc Vk € [1,n], a; = 0.

Variante : On dérive n fois la relation Y ;. ¢(t) =0, et on prend la valeur en t = 0.

On obtient ainsi Vj € [0,n — 1], 22210‘16)?;0‘ = 0. Il s’agit d’un systéme linéaire homogéne de Van der Monde,
inversible car les A\; sont distincts. Donc les oy sont nuls.

b) Quitte a ajouter des valeurs, on prend X a valeurs dans {—xy, ..., —Z1, Zg, X1, ..., Tn }, avec xg = 0.
Supposons V¢ € R, ¢ (t) € R, c’est-a-dire ¢ (t) = by (t).

OnaVteR, > ag elTe = = e,k e "k ot ap = P(X = ).

On a donc > p_  ape®™@ =37 a_ge™*r donc > p__ (ar —a_g)e™ = 0.

On déduit de 2) que Vk € [—n,n], ar — a_ = 0. Ainsi, X est symétrique.

¢) Supposons ¢ (t) € R.

Comme a,, = @y, alors a, = 5 027T Oy (t ) —int df = OZW by (t) €™ dt = a_,.

3) a) On a ¢x(h) = ¢x(0) + he'x (0) + 3%'((0) +o (h2)-

A2 2
Dot par calenl, £(k) = — - OX O FOUT _ g 0) 1 0(1), done by so F(1) =~ (0).

_ 9,i2hX ; 2
b) On a pour tout h >0, f(h) = FE <22e> =FE (Sm(thX)) :
)

4h?
.2

h
Par transfert, on a donc f(h) = > a, Sm}(szn
sin?(hay,)

h2

. . —+o0 400 7.

On va prouver que limy, o n>0 f(h) = limp—0.n>0 2,20 9n(h) = 2, 20 limp—0,n>0 gn(h).

c¢) Posons g, (h) = ay, . On a limp—0 >0 gn(h) = an(@n)?.

On ne pas utiliser le th de la double limite : on a supj~q gn(h) = a,r2, mais on ne sait pas si > a,z2 converge,

car c’est justement ce que 'on veut prouver ...

En fait, on utilise la positivité des g, : on a En 0 Gny = limy_0 10 Zn o 9n(h).

Comme Z ogn( ) < Z+ ogn( ), alors limy, g ,h>0 Z ogn(h) < limh—>0,h>0 f(h) = —¢x(0).

Donc ano anz? < —¢x(0). Par le th de la limite monotone, Zn o AnT2 < +00, donc X? d’espérance finie.



