Interrogation n°21. Corrigé

Exercice A

On peut supposer z1 < T3 < ... < x,. On pose g = 0 et Vk € [1,n], ap = P(X = zy).

Pour ¢ € [vg_1, mg[, P(X >1t) =377} ay et pour t € [z, +00[, P(X > 1) = 0.

Done [ P(X > t) dt = S5y [ (Siopan) db = Yoy (wn — mn) (Sopan) -

Donc [ P(X > t) dt = Y p_, (Z?:k ak) — > Tk (Z?:kﬂ ak>, car zg = 0.

On obtient bien f0+°° P(X >t)dt =3")_ zpar = E(X).

Remargue : Dans le cas ot les ), sont entiers naturels, on retrouve E(X) = > P(X > m).

Exercice B

1) a) [P(X € A) — P(Y € A)| = E(|Lyes — Iyea)).

Lorsque X =Y,ona (X € AetY € A) oubien (X ¢ Aet Y ¢ A), donc [1xea — lyea| = 0.
On en déduit [1xea — lyea| < 1xzy, donc [P(X € A) — P(Y € A)| < E(lxzy) =P(X #Y).
b) S, es|P(X =n) = P(Y =n)| = 52,4 P(X =n) — P(Y =n) = P(X € A) — P(Y € A).
Par a), onadonc ) 4 |P(X =n)—-P(Y =n)| < P(X #Y).

De méme, 5 |P(X =n)—-P(Y =n)|=P(X€B)-P(XcA) <PX#Y) par a).

En sommant, on obtient bien §(X,Y) <2P(X #Y).

2) a) On a ¥t € [-1,1], G, (t) = [Tiy Gy, (1) = TTizy el D7 = el= 0P,

Deux séries entiéres coincidant sur [—1, 1] ont les mémes coefficients, donc T}, suit la loi P()).

Donc par sous-additivité, P(S, # T),) < 22:1 P(Xgpn # Yin) < 22:1 pk7n2'

c) Par 1) et b), 6(Sn, Ty,) < 2P(Sn # T) < 237 Pk 2 qui tend vers 0 lorsque n tend vers +o0.
A
On prend py, , = — (pour n assez grand de sorte que py, < 1).
n
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On a done Sy | (1) (1 _ n) Bt = TR IP(S, = k) — P(Ts = B)] < 6(50To) i 0

3)a)p—pe?=p(l—eP)<p? car e ? > 1 — p par convexité de exp.

b) Lorsque Y est de loi P(p),ona P(Y =0)=eP?>1—pet P(Y =1)=pe? <p.
On construit donc Y tel que (X =0) C (Y =0)et (Y =1) C (X =1).

Onaalors P(X=Y)=1—p+pe? donc P(X #Y) =p—pe P < p? par a).
Exercice C

1) On a bien (, ) forme bilinéaire symétrique positive.

Supposons (f, f) = 0. Alors Vt € [~1,1], f(t)?> = 0.

Deux séries entiéres qui coincident sur [—1, 1] sont égales, donc f est bien nulle sur R.

2) On applique le procédé de Gram-Schmidt a la base canonique (X"),en.



3) a‘) On a pourj S n, <B]7f - Qn> = <B]7f> - ZZ:O <Bk7f> 5]]6 = 0.
Donc f — Qy € Vect(By, ..., Bp)t = R,,[X]*.
Par Pythagore, on a ||f||2 =|f- Qn”2 + ||Qn||2, et on conclut avec ||Qn||2 =3 1o (Br, f>2.

b) Q,, est le projeté orthogonal de f sur R, [X], donc || f — PH2 =|f- QnH2 +1|Qn — PH2 >\ f - Qn\|2.

4) Soit € > 0, il existe P € R[X] tel que sup[_1 [f — P| <e.
Pour n > deg P, on a ||f — Q,|I* < ||f — P|* = 2¢2.

Comme ¢ est arbitraire, alors lim, . || f — Qnl|> = 0, donc par 2) a), 0 (By, =112

5) Ona (u(f).0) = [} © (a2~ 1)f' (&) g(a)de.
Par une IPP, on a (u(f),g) = [(wz — 1)f'(x)g(a:)] 1_1 — f_ll(:c2 —1)f'(z)d'(z) du.

Il s’agit donc d’une expression symétrique en f et g, donc (u(f), g) = (f,u(g)), c’est-a-dire u symétrique.

6) a) On consideére la matrice de u,, dans la base canonique C = (1, X, ..., X™).
Or, on a u(X*) = k(k + 1)X* — (k- 1)(k — 2)X*2 avec (k —1)(k —2)X*2=0si k € {0,1}.
La matrice de u,, dans C est triangulaire supérieure de coefficients diagonaux k(k + 1), avec 0 < k < n.

Donc les valeurs propres de u,, sont {k(k+ 1), k € [0,n]}.

b) Par le théoréme spectral, u, est diagonalisable dans une base orthonormée de R,,[X].
Par a), il existe un polynéme B,, € R,,[X] vecteur propre de u,, de valeur propre A\, = n(n + 1).

Comme A, n’est pas valeur propre de u,,_1, alors deg B,, = n.

Comme u est symétrique, les sev propres de u sont deux & deux orthogonaux.

(Bn)nen est donc orthormée car les A, sont distincts. Et c’est une base (cf degrés échelonnés).

7) a) Lorsque A € {2k(2k + 1), n € N}, 3% ag,22% est un polynéme donc R = +oc.

2k+2
Agk+2TH T
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b) On considére I'équation u(f) = A\f dans E.

Sinon, pour x # 0, on a limg_, ;o = 22, donc > as,x?* est de rayon V1=1.

On cherche donc les fonctions f € E qui vérifient u(f) = Af. Posons Vx € R, f(z) = 20:00 anT™.

On a u(f)(z) = 5% ana™ = 3t n(n + 1)a, X" — n(n — 1)a, X" 2.
n(n+1)—A
(n+1)(n+2)

11 résulte de b) que les seules solutions qui sont DSE sur R sont les polynomes.

Donc Sp(u) = {n(n+1), n € N}.

Onau(f)=AfssiVn €N, apio =

Q.

Remarque : On pourrait montrer que pour tout autre réel A\, 'équation u(f) = f admet des solutions qui sont

DSE sur | — 1, 1[, non continues sur | — 1, 1[ mais intégrables sur | — 1,1[.
a 1 1
Cela provient en effet du fait que 20D g z + 0 <k2>’ d’oll agy ~ %, donc > agy diverge.
a2k



