
Interrogation no21. Corrigé

Exercice A

On peut supposer x1 < x2 < ::: < xn: On pose x0 = 0 et 8k 2 [[1; n]], ak = P (X = xk):

Pour t 2 [xk�1; xk[, P (X > t) =
Pn
j=k ak et pour t 2 [xn;+1[, P (X > t) = 0:

Donc
R +1
0 P (X > t) dt =

Pn
k=1

R xk
xk�1

�Pn
j=k ak

�
dt =

Pn
k=1(xk � xk�1)

�Pn
j=k ak

�
:

Donc
R +1
0 P (X > t) dt =

Pn
k=1 xk

�Pn
j=k ak

�
�
Pn
k=1 xk

�Pn
j=k+1 ak

�
, car x0 = 0:

On obtient bien
R +1
0 P (X > t) dt =

Pn
k=1 xkak = E(X):

Remarque : Dans le cas où les xk sont entiers naturels, on retrouve E(X) =
P+1
m=0 P (X > m).

Exercice B

1) a) jP (X 2 A)� P (Y 2 A)j = E(j1X2A � 1Y 2Aj).

Lorsque X = Y , on a (X 2 A et Y 2 A) ou bien (X =2 A et Y =2 A), donc j1X2A � 1Y 2Aj = 0:

On en déduit j1X2A � 1Y 2Aj � 1X 6=Y , donc jP (X 2 A)� P (Y 2 A)j � E(1X 6=Y ) = P (X 6= Y ).

b)
P
n2A jP (X = n)� P (Y = n)j =

P
n2A P (X = n)� P (Y = n) = P (X 2 A)� P (Y 2 A):

Par a), on a donc
P
n2A jP (X = n)� P (Y = n)j � P (X 6= Y ):

De même,
P
n2B jP (X = n)� P (Y = n)j = P (X 2 B)� P (X 2 A) � P (X 6= Y ) par a).

En sommant, on obtient bien �(X;Y ) � 2P (X 6= Y ):

2) a) On a 8t 2 [�1; 1], GTn(t) =
Qn
k=1GYk;n(t) =

Qn
k=1 e

(t�1)pk;n = e(t�1)p:

Deux séries entières coïncidant sur [�1; 1] ont les mêmes coe¢ cients, donc Tn suit la loi P(�).

b) (Sn 6= Tn) �
S
1�k�n(Xk;n 6= Yk;n)

Donc par sous-additivité, P (Sn 6= Tn) �
Pn
k=1 P ((Xk;n 6= Yk;n) �

Pn
k=1 pk;n

2:

c) Par 1) et b), �(Sn; Tn) � 2P (Sn 6= Tn) � 2
Pn
k=1 pk;n

2 qui tend vers 0 lorsque n tend vers +1.

On prend pk;n =
�

n
(pour n assez grand de sorte que pk;n � 1).

On a
Pn
k=1 pk;n = � et

Pn
k=1 pk;n

2 =
�2

n
!n!+1 0. La loi de Sn est la loi binomiale B

�
n;
�

n

�
.

On a donc
Pn
k=0

������nk��knk
�
1� �

n

�n�k
� p

k

k!
e�p

����� =Pn
k=0 jP (Sn = k)� P (Tn = k)j � �(Sn; Tn)!n!+1 0:

3) a) p� pe�p = p(1� e�p) � p2, car e�p � 1� p par convexité de exp.

b) Lorsque Y est de loi P (p), on a P (Y = 0) = e�p � 1� p et P (Y = 1) = pe�p � p.

On construit donc Y tel que (X = 0) � (Y = 0) et (Y = 1) � (X = 1).

On a alors P (X = Y ) = 1� p+ pe�p, donc P (X 6= Y ) = p� pe�p � p2 par a).

Exercice C

1) On a bien h ; i forme bilinéaire symétrique positive.

Supposons hf; fi = 0: Alors 8t 2 [�1; 1], f(t)2 = 0.

Deux séries entières qui coïncident sur [�1; 1] sont égales, donc f est bien nulle sur R.

2) On applique le procédé de Gram-Schmidt à la base canonique (Xn)n2N:



3) a) On a pour j � n, hBj ; f �Qni = hBj ; fi �
Pn
k=0 hBk; fi �jk = 0.

Donc f �Qn 2 Vect(B0; :::; Bn)? = Rn[X]?:

Par Pythagore, on a kfk2 = kf �Qnk2 + kQnk2, et on conclut avec kQnk2 =
Pn
k=0 hBk; fi

2 :

b) Qn est le projeté orthogonal de f sur Rn[X], donc kf � Pk2 = kf �Qnk2 + kQn � Pk2 � kf �Qnk2 :

4) Soit " > 0, il existe P 2 R[X] tel que sup[�1;1] jf � P j � ":

Pour n � degP , on a kf �Qnk2 � kf � Pk2 = 2"2:

Comme " est arbitraire, alors limn!+1 kf �Qnk2 = 0, donc par 2) a),
P+1
n=0 hBn; fi

2 = kfk2 :

5) On a hu(f); gi =
R 1
�1

d

dx

�
(x2 � 1)f 0(x)

�
g(x)dx:

Par une IPP, on a hu(f); gi =
�
(x2 � 1)f 0(x)g(x)

�1
�1 �

R 1
�1(x

2 � 1)f 0(x)g0(x) dx:

Il s�agit donc d�une expression symétrique en f et g, donc hu(f); gi = hf; u(g)i, c�est-à-dire u symétrique.

6) a) On considère la matrice de un dans la base canonique C = (1; X; :::;Xn).

Or, on a u(Xk) = k(k + 1)Xk � (k � 1)(k � 2)Xk�2, avec (k � 1)(k � 2)Xk�2 = 0 si k 2 f0; 1g.

La matrice de un dans C est triangulaire supérieure de coe¢ cients diagonaux k(k + 1), avec 0 � k � n.

Donc les valeurs propres de un sont fk(k + 1), k 2 [[0; n]]g.

b) Par le théorème spectral, un est diagonalisable dans une base orthonormée de Rn[X]:

Par a), il existe un polynôme Bn 2 Rn[X] vecteur propre de un de valeur propre �n = n(n+ 1).

Comme �n n�est pas valeur propre de un�1, alors degBn = n.

Comme u est symétrique, les sev propres de u sont deux à deux orthogonaux.

(Bn)n2N est donc orthormée car les �n sont distincts. Et c�est une base (cf degrés échelonnés).

7) a) Lorsque � 2 f2k(2k + 1), n 2 Ng,
P+1
k=0 a2kx

2k est un polynôme donc R = +1.

Sinon, pour x 6= 0, on a limk!+1
a2k+2x

2k+2

a2kx2k
= x2, donc

P
a2kx

2k est de rayon
p
1 = 1.

b) On considère l�équation u(f) = �f dans E.

On cherche donc les fonctions f 2 E qui véri�ent u(f) = �f: Posons 8x 2 R, f(x) =
P+1
:n=0 anx

n.

On a u(f)(x) =
P+1
:n=0 anx

n =
P+1
:n=0 n(n+ 1)anX

n � n(n� 1)anXn�2.

On a u(f) = �f ssi 8n 2 N, an+2 =
n(n+ 1)� �
(n+ 1)(n+ 2)

an.

Il résulte de b) que les seules solutions qui sont DSE sur R sont les polynômes.

Donc Sp(u) = fn(n+ 1), n 2 Ng:

Remarque : On pourrait montrer que pour tout autre réel �, l�équation u(f) = f admet des solutions qui sont

DSE sur ]� 1; 1[, non continues sur ]� 1; 1[ mais intégrables sur ]� 1; 1[.

Cela provient en e¤et du fait que
a2(k+1)

a2k
= 1� 1

k
+O

�
1

k2

�
, d�où a2k �

�

k
, donc

P
a2k diverge.


