
Interrogation n�21. Barème sur 24 pts

Exercice A. Expression intégrale de l�espérance (extrait Centrale MP 2018 ) (3 pts)

Soit X : 
! fx1; :::; xng une variable aléatoire �nie réelle positive, c�est-à-dire 8k 2 [[1; n]], xk � 0:

Montrer que E(X) =
R +1
0 P (X > t) dt:

Exercice B. Théorème des événements rares

1) a) [2 pts] Montrer que pour toutes variables aléatoires entières X : 
! N et Y : 
! N, on a :

8A � N, jP (X 2 A)� P (Y 2 A)j � P (X 6= Y )

Indication : Il est conseillé de faire intervenir la variable 1X2A � 1Y 2A:

b) [2 pts] On pose �(X;Y ) =
P+1
n=0 jP (X = n)� P (Y = n)j, appelée distance de X à Y . Montrer que

�(X;Y ) � 2P (X 6= Y )

Indication : On pourra considérer A = fn 2 N, P (X = n) � P (Y = n)g et B = N nA.

2) Soit un réel � � 0. Soit (pk;n)1�k�n une famille de réels dans [0; 1] telle que 
pour n assez grand,

nX
k=1

pk;n = �

!
et lim

n!+1

nX
k=1

pk;n
2 = 0

Soit (Xk;n)1�k�n une famille de v.a. entières indépendantes, avec Xk;n de loi de Bernoulli B(pk;n).

On admet qu�il existe des variables aléatoires Yk;n indépendantes telles que, pour tous 1 � k � n,

Yk;n suit la loi de Poisson P(pk;n) et P (Xk;n 6= Yk;n) � pk;n2

On pose Sn =
Pn
k=1Xk;n et Tn =

Pn
k=1 Yk;n:

a) [1 pt] Préciser, pour n assez grand, la loi de Tn, en redémontrant la propriété du cours utilisée.

b) [1.5 pt] Montrer que P (Sn 6= Tn) �
Pn
k=1 pk;n

2:

c) [2 pts] En déduire le théorème des événements rares : limn!+1 �(Sn; Tn) = 0:

Et montrer que limn!+1
Pn
k=0

������nk��knk
�
1� �

n

�n�k
� �

k

k!
e��

����� = 0:
3) On se propose de prouver partiellement la propriété admise au 2).

Soit X une variable aléatoire de loi de Bernoulli B(p), avec p 2 [0; 1]:

a) [0.5 pt] Montrer que p� pe�p � p2:

b) [1.5 pt] Construire une variable aléatoire Y de loi de Poisson P(p) telle que P (X 6= Y ) � p2.



Exercice C. Exemple d�endomorphisme symétrique

On note E l�espace vectoriel des fonctions qui sont DSE sur R. On considère R[X] comme un sev de E:

Rappel : Une fonction f : R! R est DSE sur R ssi il existe (an)n2N telle que 8x 2 R, f(x) =
P+1
n=0 anx

n:

1) [1.5 pt] Pour (f; g) 2 E2, on pose hf; gi =
R 1
�1 f(t)g(t) dt.

Justi�er brièvement que h ; i est un produit scalaire sur E.

Partie I

2) [1 pt] Montrer qu�il existe une base orthonormée (Bn)n2N de R[X] telle que 8n 2 N, degBn = n.

3) Soient f 2 E et n 2 N. On pose Qn =
Pn
k=0 hBk; fi Bk.

a) [1 pt] Montrer que f �Qn 2 Rn[X]? et que kf �Qnk2 = kfk2 �
Pn
k=0 hBk; fi

2.

b) [0.5 pt] Soit P 2 Rn[X]. Montrer que kf �Qnk2 � kf � Pk2.

4) [1.5 pt] On admet le théorème de Stone-Weierstrass :

pour tout f 2 E, pour tout " > 0, il existe P 2 R[X] tel que sup[�1;1] jf � P j � ".

Montrer que kfk2 =
P+1
n=0 hBn; fi

2.

Partie II

On considère u : E ! E dé�nie par u(f)(x) =
d

dx

�
(x2 � 1)f 0(x)

�
.

5) [1 pt] Montrer que u est symétrique pour h ; i.

6) [2.5 pts] On véri�e (admis ici) que si P est un polynôme, u(P ) est un polynôme et deg u(P ) � degP .

a) Déterminer les valeurs propres de la restriction un de u à Rn[X].

b) Montrer qu�il existe une bon (Bn)n2N de R[X] composée de vecteurs propres de u, telle que 8n 2 N, degBn = n.

7) Soit � 2 R. On considère une suite réelle (an)n2N véri�ant

8n 2 N; an+2 =
n(n+ 1)� �
(n+ 1)(n+ 2)

an:

a) [1 pt] On suppose a0 6= 0. Déterminer le rayon de convergence de
P
a2kx

2k.

On distinguera des cas selon la valeur de �.

Les résultats sont analogues pour
P
a2k+1x

2k:

b) [0.5 pt] En déduire Sp(u).


