Interrogation n°21. Baréme sur 24 pts

Exercice A. Expression intégrale de l’espérance‘ (extrait Centrale MP 2018) (8 pts)

Soit X : Q — {1, ...,z } une variable aléatoire finie réelle positive, c’est-a-dire Vk € [1,n], xx > 0.

Montrer que E(X) = [ P(X > t) dt.

’Exercice B. Théoréme des événements rares

1) a) [2 pts] Montrer que pour toutes variables aléatoires entieres X : @ = Net Y :Q — N, on a:
VACN, |P(Xe€A) -PYecA|<PX#Y)

Indication : Il est conseillé de faire intervenir la variable 1xc4 — lyeca.

b) [2 pts] On pose 6(X,Y) = >0 |P(X =n) — P(Y = n)|, appelée distance de X & Y. Montrer que
5(X,Y) <2P(X £Y)

Indication : On pourra considérer A={n €N, P(X =n)> P(Y =n)} et B=N\ A.

2) Soit un réel A > 0. Soit (pg.n)i1<k<n une famille de réels dans [0, 1] telle que

n n
_ ; 2 _
(pour n assez grand, kZpkm = A) et HEIEOO kZpk,n =0
=1 =1

Soit (X% n)1<k<n une famille de v.a. entiéres indépendantes, avec X ,, de loi de Bernoulli B(py. ).

On admet qu’il existe des variables aléatoires Y}, ,, indépendantes telles que, pour tous 1 < k <mn,
Y n suit la loi de Poisson P(pr,) et P(Xgn # Yin) < pk7n2

On pose Sy, = g Xk et Ty => 71 Yi .

a) [1 pt] Préciser, pour n assez grand, la loi de T, en redémontrant la propriété du cours utilisée.
b) [1.5 pt] Montrer que P(S, # Tp) < > 1_ Pk’

c) [2 pts] En déduire le théoréme des événements rares : lim, 4o 6(Sy, Ty,) = 0.

A AR AR
(k)nk<1_) -

n

Et montrer que limy, 400 > 5y =0.

3) On se propose de prouver partiellement la propriété admise au 2).
Soit X une variable aléatoire de loi de Bernoulli B(p), avec p € [0, 1].
a) [0.5 pt] Montrer que p — pe™P < p.

b) [1.5 pt] Construire une variable aléatoire Y de loi de Poisson P(p) telle que P(X #Y) < p%.



Exercice C. Exemple d’endomorphisme symétrique‘

On note E l'espace vectoriel des fonctions qui sont DSE sur R. On considére R[X]| comme un sev de E.

_ +o00 n

Rappel : Une fonction f:R — R est DSE sur R ssi il existe (an)nen telle que Vo € R, f(z) = > %) anz™.
1) [1.5 pt] Pour (f,g) € E?, on pose (f,g) = fil f(t)g(t) dt.

Justifier brievement que ( , ) est un produit scalaire sur F.

Partie I

2) [1 pt] Montrer qu’il existe une base orthonormée (By,)nen de R[X] telle que Vn € N, deg B,, = n.

3) Soient f € E et n € N. On pose Qp, = Y ;o (Bk, f) Bs.

a) [1 pt] Montrer que f — Q,, € Rn[X]J— et que ||f — QnH2 = ||f|]2 — > ko <Bk,f)2.

b) [0.5 pt] Soit P € R,[X]. Montrer que || f — Q.|> < ||If — P|*.

4) [1.5 pt] On admet le théoréme de Stone-Weierstrass :

pour tout f € E, pour tout € > 0, il existe P € R[X] tel que supi_; 1) |[f — P| <e.

Montrer que || f||* = 3229 (Bn, )7

Partie II

On considére u : F — E définie par u(f)(x) = % (2% =1)f'(z)).

5) [1 pt] Montrer que u est symétrique pour ( , ).

6) [2.5 pts] On vérifie (admis ici) que si P est un polynome, u(P) est un polynome et degu(P) < deg P.

a) Déterminer les valeurs propres de la restriction u,, de u a R, [X].

b) Montrer qu'il existe une BON (B, )nen de R[X] composée de vecteurs propres de u, telle que Vn € N, deg B,, = n.

7) Soit A € R. On considére une suite réelle (a,)nen vérifiant

_onn+1)—A
VneN, apqo= (T (n+2) Q.-

a) [1 pt] On suppose ag # 0. Déterminer le rayon de convergence de > agpx?.

On distinguera des cas selon la valeur de A.

Les résultats sont analogues pour > agy122F.

b) [0.5 pt] En déduire Sp(u).



