Interrogation n°20 bis. Corrigé

Exercice

1) On a P(A) =[] (A — X\iIp). Donc det P(A) = [[;L, det(A — A\ Ip).

Donc P(A) est inversible ssi Vk € [1,m], det(A — \iIy,) # 0, donc ssi Vk € [1,m], A\ & Sp(A).
Ainsi, P(A) est inversible ssi {\1, ..., A\, } N Sp(A) = 0.

2) Soit A € Sp(A). Tl existe Z # 0 tel que AZ = A\Z. On a P(A)Z = P(\)Z, donc P(\)Z = 0

Comme Z n’est pas nul, alors P(\) = 0.

3) Supposons (i). Alors le polynome scindé a racines simples | m(X) = [[\cgp(4)(X — A) | annule A.

Comme 7 est scindé a racines simples, alors m n’a pas de racines dans Sp(A), donc m(A) inversible.

Remarque : Le raisonnement fonctionne pour tout polynome P scindé a racines simples qui annule A, car les
valeurs propres de A sont nécessairement des racines de P.

Réciproquement, supposons (ii) : il existe P € C(X) tel que P(A) = Oy, et P'(A) € GL,(C).

Notons A I’ensemble des racines de P.

Par ii), toute valeur propre de A est racines de P. Donc 7 divise P. On a donc P = 7Q.

D’autre part, aucune racine A de ) n’est valeur propre de A, car sinon, A serait racine multiple de P, donc on
aurait P'(A\) = 0, ce qui contredit P’(A) inversible.

On en déduit par (i) que Q(A) est inversible. Comme P(A) = m(A)Q(A) = O,,, alors w(A) = O,.

Donc le polyndme scindé a racines simples 7w annule A, et A est donc diagonalisable.

Probléme

1) On a L(z*) = O(|2*) et comme 3 |z|* converge, alors S° L(z¥) converge absolument.
1
2) onas (T 1= ) = (S0 L6)

- + k
- existe et vaut exp (Y%7 L(z")) .

Par passage a la limite et par continuité de exp, limy, 40 ngo %
3) a)Si Yy  kpp=mn,onal<p, < % < n. Donc a fortiori ay(n) < (n + 1)V.

Ainsi, ay(n) = O(n'V) lorsque n tend vers +oo, donc Y, .yan(n) 2™ admet un rayon de convergence R > 1.

b) Lorsque (p1,...,pn) € En(n), on a nécessairement py < %, c’est-a-dire py < {%J .

Pour construire une suite (p1,...,pn) € En(n), on choisit donc pour p, un entier g < L%J, puis une famille
(p1,...,pn—_1) telle que Eg:_ll kpr =mn — gN.

n
On en déduit une bijection entre En(n) et 'union disjointe des Ex_1(n — ¢N), ou 0 < ¢ < {NJ .

Donc ay(n) = E(EZ/ONJ an—1(n —gN).

1
c¢) Soit N € N*. Montrons que V|z| < 1, fx(z) = fyv—1(x) TN

—x
0 L soboo pal g0 pym (n) = 1si N divise g, et ¢(n) = 0 si
na g =20 =X, Zpc(n)a, ave ¢(n) = 1si ivise ¢, et ¢(n) = 0 sinon.

Les deux séries entieres ) yan—1(n) z" et S+ ¢(n)z™ ont un rayon de convergence > 1.

Les deux séries convergent donc absolument (car |z| < 1). Par produit de Cauchy, on a

+o0 +00 +oo n
Vx| <1, (Z an-1(n) :1:”) (Z c(n)az") = Z (Z an—1(n — k:)c(k:)) "
n=0 \k=0

n=0 n=0



Or, 3k _gan-1(n—k)e(k) =32, multiple de N an-1(n —k) = Zgi/o]w an-1(n —¢N), donc = an(n) par a).
1

1_ N = [n(2).

De plus, fo(x) =1, car ag(n) =0 si n € N* et ap(n) = 1.

On obtient ainsi fy_1(x)

Par récurrence immédiate sur N € N, on obtient donc bien fy(z) = ngl Tk
x

4) a) On fixe n € N. Comme py, <" alors Vk > n, pr = 0. Donc VN > n, ay(n) = a,(n).

Ainsi la suite (ay(n))yen est Statlolfmaire a partir du rang n. A fortiori, lim,,—, 4 an(n) = ap(n) = b(n).
La suite (an(n))nven est aussi croissante, car ay(n) > ay—1(n) (cf 3) a) par exemple).

b) Soit M € N. On a 27]1/[:0 an(n) 2" < 3% an(n) 2" = fy(z). Or, limy_ 4 an(n) = b(n).

Par passage a la limite N — 400, on en déduit ano b(n) " <lim, 4 fn(z) = g(x).

En faisant tendre M vers +oo, on en déduit que Y b(n) 2™ converge et 370 b(n) 2" < g(z).

D’autre part, les suites N — ax(n) sont croissantes, donc ay(n) < b(n).

On en déduit fy(z) =320 an(n) 2" < Y78 b(n) ©

Par passage a la limite des inégalités larges, on obtient g(x) < >0 b(n) =

On en conclut par double encadrement que g(z) = Y12 b(n) 2"

Remarque : On pourrait aussi utiliser le th de cv dominée pour les séries, car lim,, 4 an(n) = b(n)

n

Sachant que 0 < ay(n) < b(n), il faut de toute fagon prouver d’abord la convergence de >."°0 b(n) =

5) a) L’existence de l'intégrale va résulter de 'application du théoréme ITT (cf énoncé du théoreme).

—nt —nt
On pose fp(t) = —

et ¥t > 0, ¢(t) = In(1 — e7t) = — 3= &

- On a bien ¢ = )"0 continue sur ]0, +-o00].

- De plus, f, est intégrable etf+°° |fa(t)] dt = 0+°° fn(t) dt = %

- Ainsi, 32 [7°|fu(t)] dt converge.

Par le théoréme ITT, ¢ est intégrable et f0+°° o(t) dt = — :{g % = —7:.

b) On fixe 0 < x < 1. On effectue le changement de variable affine u = —tInx.

On obtient donc J(z) = %ﬁx O+°° In(1 —e™t) dt = lnij: ~ 6(17Tj$) car Inz ~ (1 — x).

6) a) L’application t — —In(1 — 27%) est (positive et) décroissante sur ]0, +oo.

Par comparaison entre sommes et intégrales, on a donc

+o0 “+00
- Zln(l —zM) < / —In(1 —2%) dt
k=1 0

En composant par la fonction croissante exp, on obtient bien g(z) < exp (J(z)).
exp (J(z))

b) Soit 0 < x < 1. Comme les b, sont positifs, on a b,z™ < g(z), et donc b,, < —
x

1
On prend z,, =1 — —. On a donc b, < (x,) " exp (J(zy)) .

VLD
w2 w2
On a J(z,) ~ E\/ﬁ’ donc J(z,,) < 24/n pour n assez grand (car G < 2).

1\" 1
De méme <1 - \/ﬁ> = exp <—n1n <1 - \/ﬁ>> < exp (2y/n) pour n assez grand.

(en effet, on a —In(1 —€) ~ e en ¢ = 0, donc —In(1 — &) < 2¢ pour ¢ assez petit).

On en déduit que b, < exp (4y/n) pour n assez grand.



