Interrogation n°20. Baréme sur 23 pts

’Exercice A. Interpolation et prolongement COO‘

1) [2 pts] Soit g : R x [0,1] = R (z,t) — g(z,t) une fonction de classe C*°.

Pour tout réel = € R, on considére F'(x fo x,t) dt. Montrer que F' est de classe C* sur R.
2) Soient f: R — R de classe C®, a € R et n € N* tels que f(a) = f'(a) = ... = f*D(a) = 0.
. (QT _ t)n—l
a) [1 pt] Montrer que f(z) = [ W F(t) dt
n—1)!
b) [0.5 pt] Montrer que f(z) = (z — a) fo ) f(”)(a +60(x —a)) db.
(n—
c) [1 pt] Montrer que ¢ : © —— (f(:B))n se prolonge en une fonction de classe C*° sur R.
T —a

3) Soient f: R — R de classe C*, des réels a et b distincts, des entiers n et m € N*.

a) [1.5 pt] Montrer qu’il existe un polynéme P € Ry, 1,,—1[X] tel que
vk e [0,n—1], P®(a) = f®(a) et Vke[0,m—1], PP b)) = f*(b)
b) [1.5 pt] Montrer qu’il existe une fonction F' de classe C* sur R telle que

Ve eR, f(z)—P(z)=(z—a)"(x —b)"F(x)

Exercice B. Retours dans une chaine de Markov‘

Premiére partie. Lemmes sur les matrices stochastiques
1) Onmnote L=(1 1 ... 1 )€ M;y(R)lamatrice ligne dont tous les coefficients valent 1.
Une matrice A € My (R) est dite matrice de transition ssi elle vérifie les deux propriétés suivantes :
- tous les coefficients de A sont des réels positifs
-LA=1L
Dans la suite de cette partie, on considére une matrice de transition A € My (R).
Pour tout Yy € RY, on note (Y},)nen la suite définie par Vn € N, Y, = A"Y}.
a) [1.5 pt] Montrer briévement que pour tout n € N, la matrice A" est une matrice de transition.
En déduire que la suite (A™),en est bornée dans My (R).

Yo+Yi+...+Y,

b) [1.5 pt] Montrer que pour tout Z € Im(A — Iy), on a lim,— 1 =0.
n

c) [2.5 pts] En déduire que Im(A — Iy) @ Ker(A — Iy) = RY et qu'il existe

, IN+A+ ...+ A"
B = lim
n—+0oo0 n+1

et que B € My (R) est une matrice de projection dont on précisera noyau et image.



2) Pour des vecteurs X et Y € RY, on note X <Y pour signifier Vi € [1, N], x; < ;.
a) [1 pt] Montrer qu'il existe un vecteur non nul X = (z1,...,xx) appartenant a Ker(A4 — Iy).

b) [1 pt] On considere le vecteur Yy = (|z1], ..., |zn|). Montrer que AYy > Y.

1 ,ou Y, = A™"Yy. Montrer que Z est non nul.
n

¢) [1 pt] On pose Z = limy 400

d) [1 pt] Montrer qu’il existe un vecteur Z = (i, ..., ipy) vérifiant
N
AZ=27 et (Vje[LN], u;=0) et > p;=1
j=1

Seconde partie. Nombre moyen de retours dans une chaine de Markov

Soit (X,,)nen désigne une chaine de Markov a valeurs dans A = {1,2,..., N}.

Autrement dit, (X,,)nen est une suite de variables aléatoires a valeurs dans A vérifiant les deux propriétés :
(i) il existe une matrice A € My(R) telle que Vn € N, V(i,5) € A%, P(Xp41 =1 | Xp = j) = a;j
(ii) Vn € N, Y(i, jo, ..., jn) € A"2, P(Xpy1 =1 | (X0, X1,...X0) = (Jo, 41, o0 Jn)) = P(Xns1 =i | X0 = jn)
3) [1 pt] Montrer que A est une matrice de transition.
4) [1.5 pt] On pose A" = (agl))(i,j)eAz. En utilisant (i) et (ii), montrer que
¥neN, ¥(i,j) € A%, P(X, =i|Xo=j)=a.
On pourra utiliser sans justification la formule des probas totales pour les lois conditionnelles :
Si (Bp)nek est un systéme complet, alors P(A | C) =3, cp P(A| B,NC)P(B, | C).
5) [1.5 pt] On considére a,, = card{k € [0,n] | X = Xo}.
On pose B = (bij)(; jyea2 ; oit B est définie en 1). Montrer que

Ean) &
Jim ) = PO =)

j=1
6) [1.5 pt] On suppose ici que Ker(A — Iy) est une droite vectorielle.

I1 résulte donc de 2) d) qu’il existe un unique vecteur Z = (i, ..., i) vérifiant
N
Ker(A—Iy)=RZ et (Vje[LN], p;>0) et > pj=1
j=1

Montrer que bj; = p;.



