Interrogation n°19. Corrigé
Exercice A

1) a) P(A) — P(B) = E(1a) — E(1p) = E(14 — 1p).

Or, |14 — 1| =145 + 1545 » donc |[P(A) — P(B)| = |[E(1a — 1p)| < E(|1a — 15|) = P(AN B) + P(AN B).
b) Par a), |[P(X =n) = P(Y =n)| < P(X =n,Y #n) + P(X #n,Y =n).

Et Vi € [-1,1], |Gx(t) — Gy (t)] < X025 [P(X =n) — P(Y = n)|.

On conclut en notant que Y,% P(X =n,Y #n) =Y P(X =n, X #Y) = P(X #Y).

n=0

Et de méme pour Y7 P(X #n,Y =n).
2) Z, est une v.a. positive et entiére. Donc P(Z,, # 0) = P(Z, > 1) < E(Z,) par Markov.

3) On aVn € N*, f,(t) = Gx, (t) = (1 = \) + Ant, done F,(¢) = [[i—, (1 + M(1 —2)).
Remarque : Pour t € [0,1], la suite (F,,(t))nen est positive et décroissante, donc converge.

Dans le cas général ¢t € [—1, 1], on utilise les propriétés sur les produits infinis :
On a limy,—, o0 Ay = 0. Pour n > p assez grand, f,,(t) > 0, et on a ln f,,(t) ~ A, (¢t — 1).
Par comparaison, la série }_, . In f,(t) converge (absolument) vers un réel L.

Donc lim,,—, oo Fio(t) = Fp(t)el.

4) Remarque : Montrons que X est une variable aléatoire :

Pour k € N, (X = k) = Ujen Nn>; (X, = k) est un événement, et (X = +00) = Upen(X,, = +00)

On a (X, # X) = U;5,(Z; #0), donc P(X,, # X) < 31 P(Z; #0) < 3.2 E(Z;) par 1).

On a limy— o0 3755 E(Z;) = 0 (veste d’une série cv). Donc limy, 4o P(X,, # X) = 0 et lim, 4o P(X, = X) = L.
La suite des événéments (X,, = X) est croissante et (X < +00) = J,,cn(Xn = X).

Par continuité croissante, on a donc P(X < +00) = lim,, 400 P(X, = X) = 1.

5) Par 1), on a supye_y 17 |Gx, (t) — Gx(t)] < 2P(X, # X) — 0 lorsque n — +o0.

Donc la suite de fonctions (Gx, )nen converge uniformément vers Gx sur [—1, 1].

6) Par le cours et indépendance des Z;, X,, suit une loi de Poisson de paramétre p,, = Z?:o Aj.

Donc V¢ € [-1,1], Gx,, (t) = exp((t — 1)p,,)-

La cv uniforme implique la cv simple, donc Vt € [—1,1], Gx(t) = exp((t — 1)p), car p = limy, o0 Ly, -
Comme une série entiére admet un unique DSE, alors X suit la loi de Poisson de parameétre pu.

7)a) On a |lx, >k — Lx>i| < 1x,2x, car si X, (w) = X(w), alors a fortiori (X, (w) > k) ssi (X (w) > k).
Donc [P(Xy > k) = P(X > k)| = |[E(1x, >k — Lx>k)| < E(|Lx, >k — 1xskl) < E(lx,2x) = P(Xn # X).
b) Soit K € N. On a Y1 P(X, > k) < 3125 P(X, > k) = E(X,,) = Y0 E(Z;).

Par a), Vk, lim,— o P(X,, > k) = P(X > k), donc lim, 400 S5 P(Xy > k) = S p g P(X > k).
D’ou le résultat par passage a la limite des inégalités larges.

c) Par b), la série ), . P(X,, > k) converge, donc X est d’espérance finie et E(X) < Zjﬁ E(Z;).

L’inégalité réciproque provient du passage a la limite de >-7_( E(Z;) = E(X,) < B(X), car X,, < X.

Exercice B



Soit f(x) = Z::é a,x™ une série entiére non constante de rayon R > 0 et vérifiant ag = 1.
1) La suite (b, )nen est définie par récurrence forte : by = 0 et b, = a,, — Z;é %bkan_k.
2) a) On obtient donc |b,| < |a,| + ZZ;& |bi| |an—k| par inégalité triangulaire et £ < 1.

b) Sn(p) = Skeo lbrl % < i lal * + i 520 (1651 p7) (lan—j1 o) -

Or, Y X520 (Il ) (lan—s1 p57) < 32520 (Il 07) ot (laal 07) < Alp) 2525 (Ibs] ) -
Donc Sp(p) < A(p) + A(p)Sn—1(p), cest-a-dire 1 + Sy, (p) <1+ A(p)(1 + Sp—1(p)).

b) Il suffit de prouver le résultat par récurrence. On a bien 1+ Sp(p) = 1.

Alp)"—1  A(p)"Tt -1
Si la propriété est vraie au rang n — 1, on obtient 1 + Sp(p) < 1+ A(p) A((pp)) — = X)()p) —

Remarque culturelle : On peut le trouver en utilisant la méthode de variation de la constante, appliquée a u,, = 1+ S, (p)

qui verifie : upy1 < 14 A(p)u, et on pose u, = A(p)"k,.

3) Ona: byp™ < Su(p) = O(A(p)"), done by, = O ((Af(;p))n>

Donc Y b,x™ converge absolument pour |z| < ——. Donc R’ > —— > 0.
~ <30 A
4) Pour |z| < min(R, R’), on a f'(x) = f(z)¢'(x) par la relation initiale définissant les b,.

Donc x +—— f(x)e9(®) est constante. En prenant la valeur en 2 = 0, on obtient f(z) = e9(®).
Exercice C

1) L’application X; — X; — E(X;) est linéaire et (X;, X;) — E(X,;X;) est bilinéaire.

’Donc (X;, X;) — Cov(X;, X;) est bilinéaire ‘

D’ou Cov(Y,,Yy,) = >0, Z?zl v;v; Cov(X;, X;) = (v, Mw) .
2) Par a), on a (v, Mv) = V(Y,) > 0, d’ou le résultat.
3) On choisit une BON (v1,...,v,) de vecteurs propres de M : (v;, Mv;) = X;0;;.

On a donc Cov(Yy,,Y,;) =0sii# jet V(Yy,) =N\ lvill® = i



