
Interrogation no19. Corrigé

Exercice A

1) a) P (A)� P (B) = E(1A)� E(1B) = E(1A � 1B):

Or, j1A � 1B j = 1A\B + 1A\B , donc jP (A)� P (B)j = jE(1A � 1B)j � E(j1A � 1B j) = P (A \B) + P (A \B):

b) Par a), jP (X = n)� P (Y = n)j � P (X = n; Y 6= n) + P (X 6= n; Y = n):

Et 8t 2 [�1; 1], jGX(t)�GY (t)j �
P+1

n=0 jP (X = n)� P (Y = n)j.

On conclut en notant que
P+1

n=0 P (X = n; Y 6= n) =
P+1

n=0 P (X = n;X 6= Y ) = P (X 6= Y ).

Et de même pour
P+1

n=0 P (X 6= n; Y = n):

2) Zn est une v.a. positive et entière. Donc P (Zn 6= 0) = P (Zn � 1) � E(Zn) par Markov.

3) On a 8n 2 N�, fn(t) = GXn
(t) = (1� �n) + �nt, donc Fn(t) =

Qn
k=1(1 + �k(1� t)).

Remarque : Pour t 2 [0; 1], la suite (Fn(t))n2N est positive et décroissante, donc converge.

Dans le cas général t 2 [�1; 1], on utilise les propriétés sur les produits in�nis :

On a limn!+1 �n = 0. Pour n > p assez grand, fn(t) > 0, et on a ln fn(t) � �n(t� 1):

Par comparaison, la série
P

n>p ln fn(t) converge (absolument) vers un réel L:

Donc limn!+1 Fn(t) = Fp(t)e
L.

4) Remarque : Montrons que X est une variable aléatoire :

Pour k 2 N, (X = k) = [j2N \n�j (Xn = k) est un événement, et (X = +1) = [n2N(Xn = +1)

On a (Xn 6= X) =
S
j�n(Zj 6= 0), donc P (Xn 6= X) �

P+1
j=n P (Zj 6= 0) �

P+1
j=nE(Zj) par 1).

On a limn!+1
P+1

j=nE(Zj) = 0 (reste d�une série cv). Donc limn!+1 P (Xn 6= X) = 0 et limn!+1 P (Xn = X) = 1:

La suite des événéments (Xn = X) est croissante et (X < +1) =
S
n2N(Xn = X):

Par continuité croissante, on a donc P (X < +1) = limn!+1 P (Xn = X) = 1:

5) Par 1), on a supt2[�1;1] jGXn(t)�GX(t)j � 2P (Xn 6= X)! 0 lorsque n! +1:

Donc la suite de fonctions (GXn
)n2N converge uniformément vers GX sur [�1; 1]:

6) Par le cours et indépendance des Zj , Xn suit une loi de Poisson de paramètre �n =
Pn

j=0 �j :

Donc 8t 2 [�1; 1], GXn
(t) = exp((t� 1)�n):

La cv uniforme implique la cv simple, donc 8t 2 [�1; 1], GX(t) = exp((t� 1)�), car � = limn!+1 �n:

Comme une série entière admet un unique DSE, alors X suit la loi de Poisson de paramètre �:

7) a) On a j1Xn>k � 1X>kj � 1Xn 6=X , car si Xn(!) = X(!), alors a fortiori (Xn(!) > k) ssi (X(!) > k):

Donc jP (Xn > k)� P (X > k)j = jE(1Xn>k � 1X>k)j � E(j1Xn>k � 1X>kj) � E(1Xn 6=X) = P (Xn 6= X):

b) Soit K 2 N. On a
PK

k=0 P (Xn > k) �
P+1

k=0 P (Xn > k) = E(Xn) =
Pn

j=0E(Zj):

Par a), 8k, limn!+1 P (Xn > k) = P (X > k), donc limn!+1
PK

k=0 P (Xn > k) =
PK

k=0 P (X > k):

D�où le résultat par passage à la limite des inégalités larges.

c) Par b), la série
P

k2N P (Xn > k) converge, donc X est d�espérance �nie et E(X) �
P+1

j=1 E(Zj):

L�inégalité réciproque provient du passage à la limite de
Pn

j=0E(Zj) = E(Xn) � E(X), car Xn � X:

Exercice B



Soit f(x) =
P+1

n=0 anx
n une série entière non constante de rayon R > 0 et véri�ant a0 = 1:

1) La suite (bn)n2N est dé�nie par récurrence forte : b0 = 0 et bn = an �
Pn�1

k=0

k

n
bkan�k:

2) a) On obtient donc jbnj � janj+
Pn�1

k=0 jbkj jan�kj par inégalité triangulaire et k
n � 1:

b) Sn(�) =
Pn

k=0 jbkj �k �
Pn

k=0 jakj �k +
Pn

k=0

Pk�1
j=0

�
jbj j �j

� �
jak�j j �k�j

�
:

Or,
Pn

k=0

Pk�1
j=0

�
jbj j �j

� �
jak�j j �k�j

�
�
Pn�1

j=0

�
jbj j �j

�Pn
i=0

�
jaij �i

�
� �(�)

Pn�1
j=0

�
jbj j �j

�
:

Donc Sn(�) � �(�) + �(�)Sn�1(�), c�est-à-dire 1 + Sn(�) � 1 + �(�)(1 + Sn�1(�)).

b) Il su¢ t de prouver le résultat par récurrence. On a bien 1 + S0(�) = 1:

Si la propriété est vraie au rang n� 1, on obtient 1 + S0(�) � 1 + �(�)
�(�)n � 1
�(�)� 1 =

�(�)n+1 � 1
�(�)� 1 :

Remarque culturelle : On peut le trouver en utilisant la méthode de variation de la constante, appliquée à un = 1 + Sn(�)

qui véri�e : un+1 � 1 + �(�)un et on pose un = �(�)nkn:

3) On a : bn�n � Sn(�) = O(�(�)n), donc bn = O
��

�(�)

�

�n�
Donc

P
bnx

n converge absolument pour jxj < �

�(�)
: Donc R0 � �

�(�)
> 0:

4) Pour jxj < min(R;R0), on a f 0(x) = f(x)g0(x) par la relation initiale dé�nissant les bn.

Donc x 7�! f(x)e�g(x) est constante. En prenant la valeur en x = 0, on obtient f(x) = eg(x):

Exercice C

1) L�application Xi 7�! Xi � E(Xi) est linéaire et (Xi; Xj) 7�! E(XiXj) est bilinéaire.

Donc (Xi; Xj) 7�! Cov(Xi; Xj) est bilinéaire .

D�où Cov(Yv; Yw) =
Pn

i=1

Pn
j=1 vivj Cov(Xi; Xj) = hv;Mwi :

2) Par a), on a hv;Mvi = V (Yv) � 0, d�où le résultat.

3) On choisit une bon (v1; :::; vn) de vecteurs propres de M : hvi;Mvji = �j�ij .

On a donc Cov(Yvi ; Yvj ) = 0 si i 6= j et V (Yvi) = �i kvik
2
= �i.


